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I N T R O O U C C I O N
L a  p r e s e n t e  m e m o r ia  p r e t e n d e  s e r  u na  e x p o s i c i o n  s i s t e m é t i c a  
s o b r a  e l  e s t u d i o  da  l o s  p o l i e d r o s  y  p o l f g o n o s  c m n v e x o s .
L a s  f i g u r a s  q u e  en  e l  e s p a c i o  « o r d i n a r i a o  t r i —d i m e n s i o n a l  so rr  
p o l i e d r o s  c o n v e x o s ,  e s t â n  d o t a d a s  de  d o s  c a r a c t e r f s t i c a s  ge o m é -  
t r l c a s , d e  l a s  mâs s i m p l e s  y, a l a  p a r  f u n d a m e n t a l e s  % E l  c a r â c t e r  
p o l i é d r i c o , c o n s i s t e n t a  en e l  q u e  t i e n s  u n e  f i g u r a  e s p a c i a l , d e f Ü -  
ra ld a  p o r  i n t e r s e c c i é i r  de  un c o n j u n t o  d e  s e m i e s p a c i o s ;  y  e l  c a r é c t e r  
conw exQ  de  u n e  f i g u r a , q u e  c o n s i s t e  e n  q u e  d a d o  u n  s e g m e n to  r e c t l -  
l i n e o  a r b i t r a r i o  c u y o s  e x t r e m o s  p e r t e n e c r e n  a l a  f i g u r a , h a c e  q u e  
t o d o  e l  s e g m e n to  p e r t e n e z c a  p o r  c o m p l è t e  a d i c h a  f i g u r a .
L a  c o e x i s t e n c i a  de  l a s  d o s  p r o p i e d q d e s  n o s  p a r e c e  l o  s u f i c i e n t e -  
m e n te  i m p o r t a n t e  como p a r a  h a c e r  u n  e s t u d i o  m o n o g r â f i c o  de  l a  
e s t r u c t u r e  m i x t e  d ^ o l i e d r i c i d a d - c o n v e x i d a d .
Se e s t u d i a  e s t a  e s t x u c t u r a , e n  u n  p r i n c i p l e  g a o m é t r i c a m e n t e  
i n t u i t i v e , d e  un  modo p r o p i o  e i n t r f n s e c o ,  l o  q u e  n o s  l l e v a  a 
r e f e r i r l a  a muy/ « a r i a d o s  y  d i s t i n t o s  e s p a c i o s , a l l f  d o n d e  s e a  
s u s c e p t i b l e  d e  d é f i n i r  o r e d é f i n i r  l o #  c o n c e p t o s  de  p o l i e d r o  y  
c o n v e x i d a d .
D e s p u e s  de  u n  e s t u d i o  A f t l t i A A  d a t a l l a d o , de  l a  c i t a d a  e s t r u c t u r a ,  
en, l o s  e s p a c i o s  g e o m é t i d c o B  mâs i n t u i t i v e s ,  e l  p i a n o  y  e l  e s p a c i o  
t r i d i m e n s i o n a l  e u c l i d e a n o s ,  en d o n d e  se  e f e c t u a  un  e s t u d i o  a n a ­
ï f  t i c o  de  l o e  p o l i e d r o s  c o n v e x o s ;  se  p r o c é d é  a l a  e x t e n s i o n  d e l  
c o n c e p t o  a o t r o s  e s p a c i o s , a n a l i z a n d o  e s t r i c t a m e n ta  l a  e s t r u c t u r a  
d e  p o l i e d r o  c o n v e x o .
P u e s t o  q u e  p a r a  d é f i n i r  u n  p o l i e d r o , s a  r e q u i e r e  q u e  e x i s t a n  
s a m i  e s p a c i o  s ,  en  e l  e ^ a c i o  a m b i a n t e ,  y  e l l o  a s u  v e z  e x i g e  l a  
e x i s t e n c i a  d e  p i a n o s  o h i p e r p l a n o s ; p o r  de  p r o n t o , e l  e s p a c i o  
c i r c u n d a n t e  d e  l a s  f i g u r a s  p o l i é d r i c a s  h a  d e  s e r  u n  e s p a c i o  
l i n e a l  o v e c t o r i e l »
-II-
P o r  o t r a ,  p a r t e , e n  t a l e s  e s p a c i o s ,  d l a t i n g u l n r o s  l a  p o s i c i é r r  de  
uni p u n t o  c o n  r e s p e c t e  a un  h i p e r p l a n o ,  s i  e s t a  s l t u a d o  en u n a  
u  o t r a  d e  l a s  d o s  r e g i o n e s  ( s e m ie s p a c io s ) ^  q u e  d e b e  d e t e r m i n a r »
E l l o  se  p u e d e  l o g r a r  m e d i a n t s  l a  c l a s i f i c a c i o n , p o r  e l  s i g g n o  
p o s i t i v e  o n e g a t i v e  q u e  to m e  u n  f u n c i o n a l  l i n e a l  d e l  e s p a c i o *
De modo t a l , q u e  e l  e s p a c i o  q u e  s e  r e q u i e r e  p a r a  n u e s t r o  o b j e t o ,  
h a  de  s e r  u n  e s p a c i o , l i n e a l  r e a l , c o m o  m in im a  e x i g e n c i a  de  e s p a c i o  
a m b i a n t e .  E n  é l  ya  se  p u e d e , I f c i t a m e n t e , c o n s i d é r e r  l o s  s e g m e n te s  
r e c t i l f n o D S  y  l a  c o n v e x i d a d  d e  l a s  f i g u r a s , y , p o r  e n d e , l o s  p o l i e ­
d r o s  c o n v e x o s .
No se  e s t a b l e c e  n in g u n a  r a s t r l c c i o n  p a r a  l a  d i m e n s i o n  d e l  e s p a c i o ,  
e n  l o  q u e  a l a  e s t r u c t u r a  d e  p o l i s d r l c i d a d - c o n v e x i d a d  se  r e f i e r e ;  
p o r q u e  e s  I n d e p e n d i e n t e  de  l a  m is m a .  P o r  t a n t o , s e  e s t u d i a n  l o s  
p o l i e d r o s  c o n v e x o s  en l o s  e s p a c i o s  l i n e a l e s  r e a l e s  de  c u a l q u i e r  
d i m e n s i o n ,  i n c l u i d a  una  d i m e n s i o n  t r a n s f i n l t a  a r b i t r a r i a .
E l  p r o b le m a  de  l a  d e t e r m i n a c i ô n , r e p r e s e n t a c i ô n  a n a l f t i c a  y 
c r i t a r i o  de c o n v e x i d a d  p a r a  un  p o l i e d r o , s e  r e s u e l v e  en "un e s p a c i o  
l i n e a l  g e n e r a l ;  e m p e r o , e l  e s t u d i o  de  l o s  p o l i e d r o s  c o n v e x o s , s e  
r e a l i z e  en o t r o s  e s p a c i o s  l i n e a l e s  r e a l e s , c o n  p a r t i e u l a r i d a d a s  
d e s t a c a b l e s , l o  c u a l  p e r m i t s  l l e g a r  a c o n c l u s i o n e s  mas c o n c r e t a s ,  
p e r o  t a m b ié n  mas p e r f e c t a s  y  a c a b a d a s *
L a  r e p r e s e n t a c i o n  de p o l i e d r o s  c o n v e x o s  y  l o s  c r i t e r i o s  de c o n — 
v e x i d a d , e n  l o s  e s p a c i o s  e u c l f d e o s , d e  H i l b e r t  y en c i e r t o s  e s p a c i o s  
n o rm a d o s  de  s u c a s l o n e s  r e a l e s , h a n  m o t i v a d o  c u a s t i o n e a  t e o r i c a s ,  
c u y a  r e s o l u c i o n  p r e v i a , en  l o s  c o r r e s p o n d ! e n t e s  e s p a c i o s  c i t a d o s ,  
h a  s i d o  n e c e s a r i a , p a r a  p o d e r  p r o c é d e r  a l a  r e s o l u c i o n  de  l a s  
c u e s t i o n e s  de  l a  m era e s t r u c t u r a  d e  p o l i e d r i c l d a d - c o n v e x i d a d , q u e  
en  p r i n c i p i o  se  p r e s e n t a b a n .
Hemos c o n c e b i d o  l a  de f i n i c l o n  d e  p o l f g o n o  a la b e a d o  " c o n v e x o "  ,  
e n  e l  e s p a c i o  e u c l i d e a n o  o r d i n a r l o ,  y l a  hemos g e n e r a l i z a d o  a l o s  
m is m o s  e s p a c i o s , e n .  d o nde  e s t u d l a m o s  l o s  p o l i e d r o s  c o n v e x o s , c o m o  
e s p a c i o s  a m b i e n t a l e s  p r o p l o s ;  p a r q u e  e l  c o n c e p t o  de  p o l f g o n o  
a la b e a d o  " c o n v e x o "  y s u s  f u n d a m e n t o s  a l g é b r i c o s  so n  d u a l e s  d e l
, i  
k-.
-III-
c o n c e p t o  de p o l i e d r o  c o n v e x o .  D u a l i d a d  que g é o m é t r i e ame n t e  se 
pane de m a n i f i e s t o  a l  t r a t a r  de d e t e r m i n a r  ambas F i g u r a s , e n  l o s  
e s p a c i o s  g e n e r a l  es c o n s i d e r a d o s  : E l  p o l i e d r o  c o n v e x o  r e q u i e r e  
l a  d e t e r m i n a c i ô n  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n  de un s i s t e m a  i n f i n i t o  
de h i p e r p l a n o s ,  e l  p o l f g o n o  a l a b e a d o  " c o n v e x o "  n e c e s i t a  l a  d e t e r -  
m i n a c i o n  de un h i p e r p l a n o  p o r  i n f i n i t o s  p u n t o s  d e l  mismo.
F i n a l m e n t e ,  vamos a d a r  una i n f o r m a c i o n  s u m a r i a  d e l  c o n t e n i d o  
de l a  p r e s e n t s  m em o r ia ,  aunque una l e c t u r a  d e l  i n d i c e  puede 
s e r v i r  p a r a  ese p r o p o s i t o , y mas a û n , de  modo c o m p l e t o  l a  l e c t u r a  
de l a s  c o n c l u s i o n e s , que p r é s e n tâ m e s  a g r u p a d a s  y r e s u m i d a s ,  a l  
c o m ie n zo  de l a  e x p o s i c i o n .
En e l  c a p f t u l o  c e r o ,  hemos e f e c t u a d o  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  a n a l f t i c a  
de un c u a d r i l â t e r o  p i a n o  y de un n - g o n o  p i a n o  c o n v e x e s ,  como 
F i g u r a s  b i d i m e n s i o n a l e s ; e s t a b l e c i e n d o  p r e v i a m e n t e  un c r i t e r i o  
de con v ex  i d a d  de c ü a d r i l a t e r o s  y de n - g o n o s  p i a n o s .
A c o n t i n u a c i ô n  r e p r é s e n t â m e s  a n a l i t i c a m e n t e , e l  t e t r a e d r o  
d e l  e s p a c i o  o r d i n a r i o  e u c l i d e a n o  y l a  F i g u r a  a n â l o g a  d e l  e s p a c i o  
e u c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l ;  l a  c u a l  hemos l l a m a d o  ( n 4 - l ) - e d r o .
L a s  c u e s t i o n e s  mas g e n e r a t e s  t r a t a d a s , en e s t e  p r i m e r  c a p i t u l e ,  
son l a  r e p r e s e n t a c i ô n  a n a l f t i c a  de un p o l i e d r o  c o n v e x o  d e l  
e s p a c i o  e u c l i d e a n o  t r i d i m e n s i o n a l  y l a  r e p r e s e n t a c i ô n  de un 
p o l i e d r o  c on v ex o  d e l  e s p a c i o  e u c l i d e a n o  n - d i m e n s i o n a l  ; a s i  
como sendos  c r i t e r i o s  de c o n v e x i d a d  de p o l i e d r o s , e n  l o s  r e s p e c t i -  
v o s  e s p a c i o s .
Lo s  mé tod os  emp lead os  a q u i  han s i d o , h a s t  a a h o r a , l o s  de l a  go o -  
m e t r i a  a n a l f t i c a  t f p i c a  y l o s  d e l  a l g e b r a  l i n e a l  c o r r e s p o n d i e n t e s  
a l a  g e o m e t r f a  d e l  e s p a c i o  e u c l i d e a n o  n - d i m e n s i o n a l .
-Itf-
-- Err  e l  c a p f t u l o  p r i m e r o , h e m o s  d e t e r m i n a d o  l o e  p o l i e d r o s  c o n v e x o s  
d e  l o s  e s p a c i o s  de  H i l b e r t , s e p a r a b i e s  y  no s e p a r a b l e s ,  d e d u c i d o  
c r i t e r i o s  de  c o n v e x i d a d  de  l o a  p o l i e d r o s  de  e s t o s  e s p a c i o s  y  
o b t e n i d o  l a s  i n e c u a c l o n e s  d e l  p o l i e d r o  c o n v e x o .
E s t o s  p r o b le m a s  r e q u e r f a n '  l a  r e s o l u c i o n )  p r e v i a  de  l a s  c u e s t i o n e s  
t e o r i c a s , d e jd e t a r t i r i n a c iô n '  e x p l i c i t a  de l a  i n t e r s e c c i é n  de una  s u c e — 
s i ô m  de h i p e r p l a n o s , e r r  un p u n t o  U i n i c o , d e l  e s p a c i o  de h i l b e r t  s e p a ­
r a b l e  y  l a s  c o n d i c i o n e s  de  d i c h a  i n t e r s e c c i o n ;  a s f  como l a  d a t e r — 
m i n a c i ô n  d e l  p u n t o  de  i n t e r s e c c i é n )  de  um s i s t e m a  i n f i n i t o  de 
h i p e r p l a n o s , e n  a l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  no s e p a r a b l e .
Se c o n s i d b r a  l a  T i g u r a  p a r t i c u l a r  d e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  g e n e r a l ,  
q u e  hemos d e n o m in a d o  o r t o e d r o  d e l  m i s m o , p o r  c l a r a  m o t i v a c i o m  e u  
e l  o r t o e d r o  d e l  e s p a c i o  o r d i n a r i o *
Em e s t e  c a p f t u l o  s e g u n d o , s e  e s t u d i a  a l  p o l i e d r o  c o n v e x o  de  un> 
e s p a c i o  l i n e a l  g e n e r a l  i n f i n i t o —d i m e n s i o n a l  ( r e a l )  , l o  c u a l  s u p o n e  
l a  r e s o l u c i o n  p r e v i e , d e  l a  c u e s t l ô n  de l a  i n t e r s e c c i o n )  de un s i s ­
te m a  i n f i n i t o  de  h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o ;  r e s u e l t a  l a  c u a l , s e  
p u e d e  o b t e n e r  un c r i t e r i o  de  c o n v e x i d a d , p a r a  e l  p o l i e d r o  d e f i n i d o  
p o r  e l  c i t a d o  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s  y  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  de a q u é l  
p o r  s u s  i n e c u a c l o n e s  l l n e a l e s .
L o s  m é to d o s  e m p le a d o s  an e s t e  c a p f t u l o  so ni l o s  de  a n a l i s i s  
f u n c i o n a l  en  l o s  e s p a c i o s  h i l b e r t i a n o s  y/ e l  é l g e b r a  l i n e a l  de 
u n  e s p a c i o  l i n e a l  i n f i n i t o —d i m e n s i o n a l  y  r e a l .
»  En a l  c a p f t u l o  s e g u n d o ,s g  d e f i n e n  l o s  p o l f g o n o s  " a l a b e a d o s  c o n v e x o s "  
en e l  e s p a c i o  e u c l i d e a n o  t r i d i m e n s i o n a l  y  an e l  e s p a c i o  e u c l i d e a n o  
n - d i m e n s i o n a l , en p r i m e r  t e r m i n e ;  d e s p u e s  en l o s  e s p a c i o s  de  H i l b e r t  
s e p a r a b l e s  e i n s e p a r a b l e s ,  y  en l o s  e s p a c i o s  l i n e a l e s  g é n é r a l e s  
y  r e a l e s .
Se e s t a b l e c e n  c r i t e r i o s  de  " c o n v e x i d a d "  p a r a  l o s  p o l f g o n o s  
a l a b e a d o s  de  e s t o s  e s p a c i o s .  E s t o s  p r o b l e m a s ,  a su v e z , g e n e r a n  y/ 
m o t i v a n i  l a  c u e s t l ô n  t e o r i c a  de  l a  d e t e r m i n a c i ô n  de  u n  h i p e r p l a n o , 
q u e  c o n t e n g a  un  s i s t e m a  d ado  de  p u n t o s , c u y o  n u m é ro  sea m f n im o .
— \l—
P a r a  l o s  e s p a c i o s  d a  H i l b e r t ,  y  p a r a  l o s  e s p g c i o s  l i n e a l e s  
i n r i n i t o - d i m e n B i o n a l e s , s e  p r é s e n t a  l a  c u e s t i o n  d a  l a  d é t e r m i n a — 
c i o r r i  da  un h i p e r p l a n o  q u e  c o n t e n g a  i n f i n i t o s  p u n t o s ;  h a b i e n d o  
l o g r a d o  l a  o b t e n c i o n  de  l a  e c u a c i ô n  e x p l i c i t a  d e l  h i p e r p l a n o  q u e  
p e s a  p o r  i n f i n i t o s  p u n t o s .
L o s  p r o c e d i m e n t o s  e m p le a d o s  en e l  t e r c e r  c a p f t u l o , s o n  l o s  p r o p i o s  
d e  l a  g e o m e t r f a  a n a l M t i c a  c l a s i c a  y  d e  l a  g e o m e t r i â  d e l  e s p a c i o  
e u j c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l ;  m é t o d o s  de a n a l i s i s  f u n c i o n a l  de  l o s  
e s p a c i o s  de  H i l b e r t  y  a l g e b r a  l i n e a l  de  un e s p a c i o  l i n e a l  i n f i n i t o -  
- d i m e n s i o n a l .
A s i m i s m o , e n  v i r t u d  d e  q u e  l o s  p o l é g o n o s  s e  d e f i n e n  p o r  e l  c o n — 
J ju n to  b i e n - o r d e n e d o  d e  s u s  v e r t i c e s , s e  t i e n s  q u e  u t i l i z a r  a l g u n  
p r o c e d i m i e n t o  d e  l a  a r i t m é t i c a  t r a n s f i n l t a *
— E n  e l  c a p f t u i l o  t e d c e r o  s e  t r a t a n  l o s  p o l i e d r o s  c o n v e x o s  y  l o s  
p o l f g o n o s  " a l a b e a d o s  c o n v e x o s "  ;  d e l  e s p a c i o  n o rm a d o  ,  de
s u c e s i o n e s  r e a l e s  d e  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  y  d e l  e s p a ­
c i o  , d e  s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i n l t é s i m a s .
Se e s t a b l e c e n  c r i t e r i o s  de  c o n v e x i d a d  y  " c o n v e x i d a d "  , r e s p e c t i » a -  
m e n t e , p a r a  l o s  p o l i e d r o s  y  p o l f g o n o s  a l a b e a d o s , d e  l o s  c i t a d o s  
e s p a c i o s  ;  l o  c u a l  s u p o n e  l a  d e t e r m i n a c i ô n  d e l  p u n t o  d e . i n t e r ­
s e c c i o n ,  en c o n d i c i o n e s  a d a c u a d a a , d e  u n a  s u c e s i ô n  i n f i n i t e  de  
h i p e r p l a n o s , y  l a  d e t e r m i n a c i ô n  de  l a  a c u a c i ô n  e x p l i c i t a  de  u n  
h i p e r p l a n o  q u e  c o n t i e n s  u n a  c i e r t a  s u c e s i ô n  i n f i n i t e  de  p u n t o s .
L a  d i s c u s i ô n  d e  lap u l t i m a  c u e s t l ô n ,  en l o s  e s p a c i o s  n o rm a d o s  y 
y, c ^  , n o s  ha  c o n d u c i d o  a l  e s t u d i o  d e  m a t r i c e s  i n f i n i t a s  de  
^  f i l a s  y  c o l u m n a s , d e  n u m é ro s  s e q l e s .  E n  c i e r t a s  c o n —
d i c i o n e s , q u e  se a n a l i z a n , l a s  c i t a d a s  m a t r i c e s  i n f i n i t a s , p e r m i t  en, 
r e s o l v e r  l a s  c u e s t i o n e s  t e ô r i c a s  m o t i v a d a s , p o r  l o s  p o l i e d r o s  y 
p o l f g o n o s  de  l o s  m e n c io n a d o s  e s p a c i o s *
En, t o d a  l a  e x p o s i c i ô n ,  y  s i e m p r e  que  n o s  h a js id o  p o s i b l e , h e m o s  
e x p r e s a d o  c o n  l a  m a y o r  b r e v e d a d  y  r i g o r , l a s  c o n c l u s i o n e s  o b t e n i d a s ;  
p a r a  e l l o , h e m o s  u t i l i z a d o  l a  s f  m b o l o g f a  p r o p i a  d e  l a  L ô g i c a  M a t e -  
m a t i c a , y , e n  p a r t i c u l a r , l o s  c u a n t i f i e a d o r e s  u n i v e r s a l  y  e x i s t e n c i a l ,
—V I—
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L o s  debsnros  y  m a n l f e s t a m o s
A I  p r o f *  D *  P e d r o  A b e l l a n a s ;  c a t e d r é t i c o  d e  l a  F a c u l t a d  
de  C i e n c l a s , d e  l a  U n i v e r s l d a d  C o m p l u t e n s e  d e  M a d r i d  ;  de 
q u i e n  f u i  d i s c f p u l o , p o r  l o s  aHos 6 0 ;  y  e n  q u i e n  p ude  
a d m i r a r  su, m a g n i f i c a  l a b o r  d o c e n t e  y  e l  e s t i m u l o  c o n  q ue  
a c re c B im ta b a  l a s  u o c a c i o n e s  m a t e m i t i c a s  de s u s  d i s c i p u l o s
A l  p r o f *  D» N o r b e r t o  C u e s t a  D u t a r l , c a t e d r â t i c o  de  l a  
U n i v e r s l d a d  d e  S a la m a n c a ,  F a c u l t a d  d e  C i e n c l a s ;  a q u i e n  
t u v e  e l  h o n o r  d e  c o n o c e r  ya e n  e d a d  m ïty  t e m p r a n a ,  a l  p r l n -  
c i p i o  de  m i b a c h i l l a r a t o , e n  e l  aMo 6 0 , en  e l  I n s t i t u t o  N *E *M *  
T r a y  L u i s  d e  L é o n "  de  S a la m a n c a , d o n d e  a r a  c a t e d r é t i c o ;  y  
d a s d e  e n t o n c e s , a  t r a v é s  de  t o d o  e l  b a c h i l l e r a t x i  y  h a s t a  l o s  
c u r s o s  de  d o c t o r a d o , f u i  d i s c i p u l o  s u y o , c o m o  l o  s e r a  s i e m p r e *  
Su i n f l u e n c i a , c i e n t i f i c a  y  h u m a n a ,  e s t i m u l a n t e  en, m i 
c a r â c t e r , e s  d e c i s i v e *  ,
A M a r i a  U i c t o r i a , m i  e s p o s a , p o r  su  c o m p r e n a i v a , c a l l a d a  y  
d i g n a  l a b o r  f a m i l i a r ;  y  su, a p o y c  m o r a l , s i n  l o s  q u a  no se 
h u b i e r a  c o n c l u i d o  e s t a  m e m o r ia .
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A )  TRATADOS GENERALES
Abia im , A * The t h e o r y  o f  s e t s  and t r a n s f i n l t a  a r i t h m e t i c *  UJ.B* 
S a u n d e rs  C om pany .  P h i l a d e l p h i a ,  1 9 6 6 .
A l e x a n d r e f f - H o f p * T o p o l o g i a .  S p r i n g e r *  B e r l i n ,  1 9 3 5 .
B a r s o v . A  * S *  4Que as P r o g r a m a c io n  L i n e a l ? .  L i m u s a *  M e x i c o ,  1 9 7 6 *
B a r b e t i a n * S * L e c t u r e s  i n  F u n c t i o n a l  A n a l y s i s  a n d c # a r a t o r  T h e o r y .  
S p r i n g a r - V e r l a g .  Kato Y o r k ,  197 4 *
B o r s u k . K *  M u l t i d i m e n s i o n a l  A n a l y t i c  T h e o r y *  P o l i s h  S c i e n t i f i c  
P u b l i s h e r s *  U fa rszau ia ,  1 9 6 9 .
C u e s ta  D u t a r i * N * M a t e m a t i c a  d e l  O r d a n * R a v i s t a  da l a  R e a l  
A c a d e m ia  da C i e n c l a s *  M a d r i d ,  1 9 5 9 *
G t l s t a i n . E  ;  Y 'o u d in e .D * P r o b lè m e s  p a r t i c u l i e r s  de l a  P ro g ra m m a ­
t i o n  l i n é a i r e *  M i r *  M o s c o u ,  1 9 7 3 .
G r ü n b a u m .B *  C onvex  P o l y t o p e s .  I n t e r s c i e n c a  P u b l i s h e r s .  L o n d o n , ,  
1 9 6 7 *
K a n t o r o v i c h —A k i l o v . F u n c t i o n a l  A n a l y s i s  i n  Normed S p a c e s .
P e rgam on  P r e s s  * L o n d o n ,  1 9 6 4 .
K o t h a * G . T o p o l o g i c a l  V e c t o r  S p a c e s *  S p r i n g e r - V e r l a g .  B e r l i n ,  1 9 6 9 ,
R i a s z . F  * L e s  s y s tè m e s  d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  è u ne  i n f i n i t é  
d ^ ' i n c o n u B s .  P a r i s ,  1 9 5 2 *
S c h r e i e r —S p e r n e r . E i n f ü h r u n g  i n  d i e  a n a l i t i s c h e  G e o m e t r ie  und  
A l g e b r a *  T e u b n e r .  L e i p z i g ,  1931 *
S h i l o v . G. A n  i n t r o d u c t i o n  t o  t h e  t h e o r y  o f  l i n e a r  s p a c e s *  ■ 
P r e n t i c e - H a l l * New J e r s e y ,  1 9 6 1 ,
S i e r p i O s k i . UJ * C a r d i n a l  and O r d i n a l  N u m b e rs .  P o l i s h  S c i e n t i f i c  
P u b l i s h e r s .  W arszaw a,  1 9 6 5 .
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S t e l n i t z » E —R a d e m a c h e r ^ H * V o r l e s u n g e m  i i b e r  d i e  T h e o r i e  d e r  P o l y e d e r *  
S p r i n g e r ,  B e r l i n ,  1 9 3 4 »
Ma l e n t i n e , F » A .  C o n ve x  s e t s *  Me G r a w - H I l l ,  Maw Y o r k ,  1964»
V u l i k h » B » I n t r o d u c t i o n  t o  F u n c t i o n a l  A n a l y s i s .  P e rg a m o n  P r e s s ,  
L o n d o n ,  1 9 6 3 .
a )  MONOGRAFIAS Y% ARTICÜLOS
A b a r t h » 0 » A n  i n e q u a l i t y  f o r  c o n v e x  p o l y h e d r a .  J . L o n d o n  M a th » S o c . .
2 »  6  ( 1 9 7 3 ) ' ,  3 0 2 -3 0  4 .
A l e x a n d r o v . A . 0 » C o n ve x  P o l y h e d r a ,  M a t h e m a t i s c h e  M o n o g r a p h ie n ,  
u n i »  A k a d e m ie -U  e r l a g ,  B e r l i n  ( 1 9 5 8 )  . M R 1 2 ,  7 3 2  ;  M R 1 9 ,  1 1 9 2 .
A l t m a t . E » Some t h e o r e m s  on  c o n v e x  p o l y g o n s ,  C a n a d ia n  M a t h .  B u l l .
15 ( 1 9 7 2 ) , 3 2 9 - 3 4 0 »  Z b l a t t  2 5 2 ,  3 5 0 »
A n d r e e v . E  »M» i i b e r  k o n v e x e  f y L y e d e r  i n  L o b a c h e s k l s c b e n  Ra i im en» 
m a t . S b o r n i k . S e r »  81 , 1 2 3  (197  0 ) ,  4 4 5 -  4 7 0 .  Z b l a t t  1 9 4 ,  2 3 2 .
Ba1 r »J .  Une é t u d e  d e s  sommands d ^ u n p p l y è d r e  c o n v e x e .  B u l l . S o c ,  
r o y . S c i »  L i è g e  45 ( 1 9 7 6 ) ,  3 0 7 - 3 1 1 »  Z b l a t t  345  ,  3 0 7 .
B a i r . 3 »  ;  F o u r n e a u ,R  » C a r a c t é r i s a t i o n  de  p o l y è d r e s  c o n v e x e s  e t  
s y s t è m e s  d * ' i n é q u a t i o n s  l i n é a i r e s .  B u l l  . S o c . r o y . S e l  » L i è g e  45
( 1 9 7 6 ) ,  1 7 5 - 1 8 2 »  Z b l a t t  3 3 7 ,  3 0 9 .
B a l i n s k i . W » On t h e  g r a p h  s t r u c t u r e  o f  c o n v e x  p o l y h e d r a  i n  n - s p a c e .  
P a c i f i c  3 . M a t h .  11 ( 1 9 6 1 ) ,  4 3 1 - 4 3 4 »
------------------ A n  a l g o r i t h m  f o r  F i n d i n g  a l l  v e r t i c e s  o f  c o n v e x  p o l y h e d r a l
s e t s »  3 » S o c » I n d » A p p l . M a t h ► 9 (1 9 6 1  ) , .  7 2 -8 8 -»
3
B a r n e t t e . O  » Dense s e t s  o f  g ^ y t o p e s  i n  P » A e q u a t i o n e s  m a t h .  7 
( 1 9 7 1 ) ,  2 8 - 3 5 »  Z b l a t t  2 3 5 ,  3 3 5 .
B a r t o s . P » C o n t r i b u t i o n  t o  t h e  g e o m e t r y  o f  c o n v e x  p o l y h e d r a  i n  
n - d i m e n s i o n a l  e u c l i d e a n  s p a c e .  C a s o p i s  R e s t . M a t .  91 ( 1 9 6 6 ) ,  3 3 7 -  
- 3  4 3 .  M R 3 4 ,  6 2 3 .
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B a a t i a n i , A » C ones  c o n v e x e s  e t  p y r a m i d e s  c o n v e x e s .  A n n . I n s t »  
F o u r i e r .  G r e n o b le  9 ( 1 9 5 9 ) ’ ,. 2 4 9 - 2 9 2 .
B e r g , C l t » A b s t r c t  S t e i n e r  p o i n t s  f o r  c o n v e x  p o l y t o p e s »  3» L o n d o n  
M a th » S o c »  I I  S e r »  4 ( 1 9 7 1 ) ,  1 7 6 - 1 8 0 »  Z b l a t t  2 2 2 ,  3 25»
B e w io n ,W » I Ï Ï» On r a t i o n a l  s u b d i v i s o n s  o f  p o l y h e d r a  w i t h  r a t i o n a l  
v e r t i c e s »  C a n a d ia n  J .  M a th »  29 ( 1 9 7 7 ) ,  2 3 8 -2 4 2 »  Z b l a t t  3 4 3 ,  3 0 9 »
B l i n d , G » Z a r l e g u n g  e l n e s  k o n v e x e s  P o l y g o n s  i n  k o n v e x e  P o l y g o n e  » 
E l e m e n t s  M a th »  31  ( 1 9 7 5 ) , .  1 2 9 - 1 3 5 »  Z b l a t t  3 4 3 ,  3 0 9 »
B o n n e n s e n . T .  ;  F an ch e l» U J» T h é è i e  d e r  k o n v e x e n  K o r p e r .  E r g e b . 
M a t h .  G r e n z g . V o l . 3 .  No»1 » B e r l i n , ,  1 9 3 4 »
B o n n ic e ,U /» E  » On c o n v e x  p o l y g o n s  d e t e r m i n e d  b y  a p l a n a r  f i n i t e  
s e t »  A m a r . M a t h . M o n t h l y  81 ( 1 9 7 4 ) ' ,  7 4 9 - 7 5 2 .  Z b l a t t  2 9 5 ,  3 0 0 .
B u r g e r , E » i i b e r  homogene l i n e a r e  U n g l e i c h u n g s s y s t e m e . Z .A n g e w .  
M a th » M e c h .  3 5  (1956 )1 ,  1 3 5 - 1 3 9 .  M R 1 0 ,  417 .
B o l k e r ,  ,E »  C e n t r a l l y  s y m m e t r i c  p o l y t o p e s .  P r o c .  T w e l f th  b i e n .  
S e m .C a n a d ia n  m a th .  C o n g r»  ( 1 9 6 9 ) ,  2 5 5 - 2 6 4 »  Z b l a t t  2 3 8 ,  3 5 3 .
C a n t w e l l , , 3 » C o n v e x i t y  i n  s t r a i g h t  l i n e  s p a c e s ,  P r o c . C o n f » 
C o n v e x i t y  c o m b i n a t o r . G e o m e t r y  U n i v . O k la h o m a  ( 1 9 7 1 )  6 5 - 1 0 2 .
Z b l a t t  2 4 8 ,  320»
C h e n ,S . .  C onvex  p o l y t o p e s  i n i  R ie m m a n ia n  m a n i f o l d s .  R a v i s t a  U n .  
m a t . A r g e n t i n a  2 6  ( 1 9 7 2 )  , 7 3 - 7 6 .  Z b l a t t  2 6 1 ,  2 9 3 »
C h e n g ,M . C » I n e q u a l i t i e s  on a c o n v e x  p o l y t o p e . N a n ta  M a t h .  6  N r .
1 ( 1 9 7 3 ) ,  3 - 7 .  Z b l a t t  2 9 6
C h e r n i k o v . S . N .  A l g e b r a i c  t h e o r y  o f  l i n e a r  i n e q u a l i t i e s .  A m e r .  
M a t h . S o c . T r a n s .  S e r i e s  2 ,  V o l .  6 9 .  ( i 9 6 0 ) ,  1 4 7 - 2 0 3 ,
------------------— S y s te m s  o f  l i n e a r  i n e q u a l i t i e s .  A m e r . M a t h . S o c . T r a n s  .
S e r i e s  2 .  V o l . 2 6  ( 1 9 6 3 ) ,  1 1 - 8 6 .
-VII. 4-
C o t t l e , g . ;  V e i r r o t t r A .  P o l y h e d r a l  s e t s  h a v i n g  a l e a s t  e l e m e n t .
M a t h .  P r o g r a m m i n g  3 ( 1 9 7 2 ) ,  2 3 8 - 2 4 9 .  M R  51 N o .  5  ( I 9 7 f i > ,  1 9 4 5 .
D e r r y . D .  T h e  c o n v e x  h u l l s  o f  t h e  v e r t i c e s  o f  a p o ly g o n )  o f  
o r d e r  m .  P a c i f i c  J . l t l a t h .  38  ( 1 9 7 1 )  , 5 8 3 - 5 9 6 .  M R 47 No. 4 ,  9 9 7 .
D e g i d a , V .  CIber g a rn is s e  K l a s s e n  von) S i m p l e x a n .  R a d . 3 u y o s l a v . A k a d .  
Z n a n o s t  3 70  .o d  J i . m a t .  f  i z . t e h n . N a u k a  1 4 , 2 1 —37 (1975.) ) .  Z b l a t t  3 1 0 ,
3 5 5 .
E c k h o f f , 3 .. R a d o n p a r t i t i o n e n )  u nd  k o n v e x e  P o l y e d e f .  J . R e i n a  Angaui. . 
M a t h .  2 7 7 ,  ( 1 9 7 5 ) , .  1 2 0 - 1 2 9 .  M R  52  N o .  6 ,  2 1 3 6 .
----------------------  On, a j c la s s  o n  c o n v e x  p o l y t o p e s . I s r a e l  J . l t l a t h .  23
(1 9 7  6)),  3 3 2 - 3 3 6 .  Z b l a t t  3 3 3 ,  2 8 4 .
E w a l d . G .  ;  S c h u l z , C h .  K o m b i n a t o r i s c h e  K l a s s i f i k a t i o n  s y m t e t r i s c h a r  
P o l y t o p e . .  A b h . m a t h . S e m . - U n i v .  H a m bu rg  4 5  ( 1 9 7 6 ) ,  1 9 1 - 2 0 6 . Z b l a t t  
3 2 5 ,  3 2 5 .
E w a l d , G .  ;  V o s s . K .  K o n v e x e  P o l y t d p e  m i t  3 y m a t r i e g r u p p e .  C o m e n t a r i i  
m a t h . H a l v a t .  40 ( 1 9 7 3 ) ,  1 3 7 - 1 5 0 .  Z b l a t t  2 7 4 ,  3 1 3 .
P a r k a s , 3 . t i b e r  d i e  T h e o r i e  d a r  e i n f a c h e n  U n g l e i c h u n g e n . J . R e i n e  
A n g a w .  M a t h .  1 2 4  ( l 9 0 l ) ,  1 - 2 4 .
P h i l i p , J . P lg n e  s e c t i o n s  o f  s i m p ^ c a s .  M a t h . P r o g r a m m i n g  3 ( 1 9 7 2 ) ,  
3 1 2 - 3 2 5 .  M R  47 N o .  5 ,  1 3 2 3 .
F i s h e r , 3 . C .  A n  e x i s t e n c e  t h e o r e m  f o r  s i m p l e  c o n v e x  g ) y h e d r a .  
D i s c r e t e  M a t h .  7 ( 1 9 7 4 ) ,  7 5 - 9 7 .  M R  40 N o .  6  , 2 1 1 9 .  Z b l a t t  2 7 1 ,  
3 0 7 .
F r e e m a n , J . I U .  The n u m b e rs  o f  r e g i o n s  d e t e r m i n e d  b y  a c o n v e x  p d l y g o n .  
M a t .  M a g .  49 ( 1 9 7 6 ) ,  2 3 - 2 5 .  Z b l a t t  3 2 5 ,  3 2 6 .
F u l k e r s o n , D . R .  B l o c k i n g  p o l y h e d r a .  G ra p h  T h e o r y  A p p l . P r o c .  
a d v a n c e d  Sew . W i s c o n s i n ,  M a d is o n  1 9 6 9  ( 1 9 7 0 ) ,  Z b l a t t  ^ 1 7 ;
I S  5.
-V II .. 5-
C f f l e ,  D .  Oni c o n v e x  p o l y h e d r a .  A b s t r a c t  7 9 4 .  B u l l .  â m e r . M a t h ,
S o c .  61 ( 1 9 5 5 ) ,  5 5 6 .
C a l e . D .  ;  K l e g , U «  C o n v e x  f u n c t i o n s  on  c o n v e x  p o l y t o p e s . P r o c .
A m e r . m a t h . S o c .  19 ( 1 9 6 8 ) ,  0 6 7 - 8 7 3 .  m R 37 I I  ,  1 0 7 0 .
G a l l l v a n . S .  y Z a k w . 3 .  R e p l a c i n g  c o n v e x  s e t s  b y  p o l y t o p e s .  P r o c .  
A m e r . l t l a t t r . S o c .  50  ( 1 9 7 5 ) ,  3 5 1 - 3 5 7 .  Z b l a t t  317 3 3 0 .
G a r .  R .  n - C o n v e x  F u n c t i o n s  i n  L i n e a r  S p a c e s .  A e q u a t  . ( H a th .  10 
( 1 9 7 4 ) ,  1 7 2 - 1 7 6 .
G o ld m a n , A . 3 .  R e s o l u t i o n  and  s e p a r a t i o n  t h e o r e m s  f o r  p o l y h e d r a l  
c o n v e x  s e t s .  I n  L i n e a r  i n e q u a l i t i e s  and  r e l a t e d  s y s t e m s ,  4 1 - 5 1 .  
m R 1 9 ,  6 2 1 .
G o ld m a n ,A  . 3 .  ;  T u c k e r ,  A .Ui.  P o l y h e d r a l  c o n v e x  c o n e s .  I n  L i n e a r  
i n e q u a l i t i e s  a n d  r e l a t e d  s y s t e m s .  1 9 - 4 0 .
G o r a l i k . C . m . O b e r  k o n v e x e  S t r a h l a n  i m  R ^ .  U s p e h i . M a t . M a u k  2 9 ,
N r .  3 ( 1 9 7 4 ) ,  1 9 3 - 1 9 4 .  Z b l a t t  299  ,  3 3 2 .
G r u b e r , P . u b e r  d e n  O u r c h s c h n l t t  e i n e r  abnem e n d e  F o l g e  v o n  P a r a -  
l l e l e p i p e d e n .  E l e m e n t e  M a t h .  32 ( 1 9 7 7 ) ,  1 3 - 1 5 .  Z b l a t t  3 4 2 ,  2 8 8 .
G r u b e r , P .  Z u r  C h a r a k t e r i s i e r u n g  k o n v e x e r  K o r p e r ,  M a t h .  A n n .
1 8 1  ( 1 9 6 9 ) ,  1 0 9 - 2 0 0 .  M R 39 I I  ,  1 1 2 2 .
G r i in b a u m .  B . A r r a n g e m e n t s  o f  h y p e r p l a n e s . P r o c .  2 nd  L o u i s i a n a  
C o n f .  C o m b i n .  B a t o n  R o u g e  ( 1 9 7 1 ) ,  4 1 - 1 0 6 .  Z b l a t t  2 8 9 ,  3 3 3 .
G u q q e n h e im e r ,  H .  ;  L u t u iak , E .  A c h a r a c t e r i z a t i o n  , o f  t h e  n - d i m e n s i o n a l  
p a r a l e l o t o p e .  A m a r . M a t h .  M o n t h l y  03  ( 1 9 7 6 ) , .  4 7 5 —4 7 8 .  Z b l a t t  3 3 1 ,  
3 0 5 .
H a d w i q e r , H . N o t i z  z u r  E u l e r s c h e n  C h a r a k t e r i s t i k  o f f e n e r  und  
a b g e s c h o l o s s e r n e r  e u k l i d i s c h e r  P o l y e d s s .  S t u d i a  S c l .  M a t h . H u n g a r .
4 ( 1 9 6 9 ) , .  3 8 5 - 3 0 7 .  M R  40 I  ,  3 4 6 .
—VII. fr*
H a r a z l s c h l v l l l . A .B C h a r a k t e r i t i a h e  E l g e n s c h f t e r r  d a s  P a r a l l e l e p i p e d s .  
S o o b s s e e n i j a  A k a d .  Nauk G r u z i n .  SSR 7 2  ( 1 9 7 3 ) ' ,  1 7 - 1 9 .  Z b l a t t  
27 4 ,  3 1 2 .
H e r t e l . E .  Z u r  t r a n s l a t i v e n  Z e r l e g u n g s g l e i c h h e i t  n - d i m e n s i o n a l e r  
P o l y e d e r .  P u b l .  m a t h ,  D e b r e c e n .  20 ( 1 9 7 3 ) ,  1 3 3 - 1 3 9 .  Z b l a t t  2 7 7 ,
3 0 1 .
H o f f m a n ,  A . J .  On t h e  c o n v e r l n g  o f  p o l y h e d r a  b y  p o l y h e d r a .  P r o c .  
A m e r . M a t h . S o c .  23 ( 1 9 6 9 ) ,  1 2 3 - 1 2 6 .  M R  40 I ,  1 5 7 .
H o l l e i n . H . P o l y t o p e  i n  l o k a l c o n v e x e n  R a i im e n .  M a t h .  A n n a le n  2 2 9  I
( 1 9 7 7 ) ,  6 4 - 0 5 .
J e s s e n ,  B .  Z u r  A l g e b r a  d e r  P o l y t o p e  . N a c h r .  A k a d  . l l i i s s  . G o t t i n g e n ,
I I  m a t h . - p h y s .  K I .  ( 1 9 7 2 ) ,  4 7 - 5 3 .  Z b l a t t  2 6 2 ,  3 1 9 .
J e r o s l o i t f , R . G .  On t h e  d e f i n i n g  s e t s  o f  v e r t i c e s  o f  t h e  h y p e r c u b e  
b y / l i n e a r  i n e q u a l i t i e s .  D i s c r e t e  M a t h .  11 ( 1 9 7 5 ) ,  1 1 9 - 1 2 4 .  Z b l a t t  
2 9 7 ,  3 2 1 .
J u c o v i c h . E .  Z u r  k o m b i n a t o s c h e  G e o m e t r i e  d e r  P o l y e d e r .  P o k r a k i  
M a t . F ÿ z .  A s t r o n .  ( 1 9 7 2 ) ,  2 4 - 2 9 .  Z b l a t t  2 2 9 ,  3 4 7 .
K l e e . U  . Some c h a r a c t e r i z a t i o n s  o f  c o n v e x  p o l y h e d r a .  A c t  a M a t h .
1 0 2  ( 1 9 5 9 ) ,  7 9 - 1 0 7 .
--------------------------  C o n ve x  p o l y t o p e s  and l i n e a r  p r o g r a m m i n g .  P r o c .  IBM
S c i e n t i f i c  C o m p u t i n g  S y m p o s iu m  on' C o m b i n a t o r i a l  P r o b l e m s . ( 1 9 6 6 ) ,  
1 2 3 - 1 5 8 .
----------------------- P o l y h e d r a l  s e c t i o n s  on c o n v e x  b o d i e s .  A c t a  M a t h .
1 0 3  ( 1 9 6 0 )  , 2 4 4 - 2 6 7 .
----------------------- P o l y t o p e  p a i r s  a nd  t h e i r  r e l a t i o n s h i p  t o  l i n e a r
p r o g r a m m i n g .  A c t a  M a t h .  133  ( 1 9 7 4 ) ,  1 - 2 5 .  M R  49 N o .  5 ,  1 7 8 8 .
----------------------- C o n v e x  p o l y h e d r a  and m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g .  P r o c .
i n t . C o n g r . M a t h .  V a n c o u v e r  197 4 v o l , 1 ( 1 9 7 5 ) ,  4 8 5 - 4 9 0 .  Z b l a t t  
3 3 4 ,  3 1 5 .
-VII. 7-
K i r a c h ,  A . K o n v e x e  F i g u r e n  a l s  O u r c h s c h n i t t e  a b z a h l b a r  v i e l e r  
H a lb r a u im e .  A r c h . M a t h .  18  (1 9  67 ) , 3 1 3 - 3 1 9 .  M R  36  I  , 1 7 2 .
K S m h o r f f M .  :  S h e p h a r d , G . C .  A p p r o x i m a t i o n s  p r o b l e m s  f o r  c o m b i ­
n a t o r i a l  i s o m o r p h i s m  c l a s s e s  o f  c o n v e x  p o p y t o p e s . G e o m e t r i a e  
d e d i c a t a  3 ( 1 9 7 4 ) ,  1 3 9 - 1 5 3 .  Z b l a t t  2 8 7 ,  3 0 9 .
L Y u s t e r n i k ,  L . A . C o n v e x  f i g u r e s  and  p o l y h e d r a .  D o v e r  P u b l i c a t i o n s  
( 1 9 6 3 ) .  M R  28 , 8 6 2 .
IBanara , .  C . F .  ;  N i c o l a , P . C . S u i  p o l i e d r i  c o n v e s s i .  A c c a d .  N a z .
S c i .  A e t i  M odena  A t t i  Mem. ( 6 ) '  8  ( 1 9 6 6 ) ’ , 0 9 - 1 0 0 .  M R 37 I ,  3 9 3 .
M a n a s ,  M.  M e t h o d s  f o r  f i n d i n g  a l l  v e r t i c e s  o f  a c o n v e x  p o l y h e d r o n .  
E k o n o m .M a t .  O b z o r  5  ( 1 9 8 9 ) ,  3 2 6 - 3 4 2 .  M R  40 I  , 1 5 7 .
M a r t i n o v a ,  M . K .  O b e r  s i n e  V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e s  H e g r i f f e s  
" k o n v e x e  F i g u r " .  G o d . v i s s , t a h . u c h e b n . Z a v e d . M a r .  6 ( 1 9 7 0 )  N r .  2 ,  
1 6 5 - 1 8 0 .  Z b l a t t  3 1 9 ,  3 4 1 .
M a s e r i k ,  P . H . C o n ve x  p o l y t o p e s  i n  l i n e a r  s p a c e s .  I l l i n o i s  3 . M a t h .
9 ( 1 9 6 5 ) ,  6 2 3 - 6 3 5 .
------------------------  D u a l  c o n v e x  p o l y t o p e s  i n  B a n a c h  s p a c e s .  3 . M a t h . A n a l .
A p p l .  19 ( 1 9 6 7 ) ,  2 6 3 - 2 7 3 .  M R  3 6  I I  , 1 1 2 6 .
M c M u l l e n ,  P .  R e p r e s e n t a t i o n s  o f  p o l y t o p e s  and  p o l y h e d r a l  s e t s .  
G e o m e t r i a e  d e d i c a t a  2 ( 1 9 7 3 ) ,  8 3 - 9 9 .  M R  48 N o .  3 ,  8 5 5 .  Z b l a t t  
2 7 3 ,  2 9 6 .
------------------------  M e t r i c a l  and  c o m b i n a t o r i a l  p r o p e r t i e s  o f  c o n v e x
p o l y t o p e s .  P r o c . i n t . M a t h . C o n g r .  V a n c o u v e r  1 9 7 4 .  V o l .  I  ( 1 9 7 5 ) .  
Z b l a t t  3 3 4 ,  3 1 5 .
M e d j a n i k ,  A . I . C e r t a i n  c o m b i n a t o r i a l  p r o p e r t i e s  o f  p r i m i t i v e  
c o n v e x  p o l y h e d r a .  U k r a i n ,  G e o m e t r .  S b .  V y p  12 ( 1 9 7 2 ) ,  9 4 - 1 0 2 .  
m R 48 N o .  2 , 5 0 6 .  Z b l a t t  3 2 5 ,  3 2 6 .
------------------------  N o tu /e n d ig e  u n d  h i n r e i c h e n d e  B e d in g u n g e n  f i i r  d i e
E x i s t e n z  e i n e s  p r i m i t i v e n  k o n v e x e n  P o l y e d e r s  m i t  e i n e r  g e g a b e n e n  
A n z a h l  n - e c k i g e r  G r e n z f l a c h e n . D k r a i n . g e o m . S b o r n i k  11 ( 1 9 7 1 ) ,
6 3 - 6 6 .  Z b l a t t  2 4 3 ,  3 4 4 .
-VII. ff-
M e y e r , .  lU.  I n d e c o m p o s a b l e  p o l y t o p e s .  C a l g a r y  i n t e r n a t .  C o n f .  
c o m b .  S t r u c t .  A p p l .  C a l g a r y  1 9 6 9  ( 1 9 7 0 ) ,  2 7 1 - 2 7 2 .  Z b l a t t  2 4 0 , .
3 2 3 .
M i t c h e l l ,  B . F .  » D e t i r ja n o v ,  V . F ,  E r m i t t l u n g  d e s  denr K o o r d i n a t e n -  
- U r s p r u r r g  n a c h s t e n ,  P u n k t e s  e i n e s  P o l y e d e r s .  V e s t n l k  L e n i n g r a d  
U n i v e r .  N r .  19 ( 1 9 7 1 ) .  Z b l a t t  231  , 3 1 0 .
S z — N a g y .  S u r  un  p r o b l è m e  p o u r  l e s  p o l y è d r e s  c o n v e x e s  d a n s  
1 * e s p a c e  n - d i m e n s i o n e l . B u l l .  S o c .  M a t h .  F r a n c e ,  69  ( 1 9 4 1 ) ,  3 - 4 .
N eum ann ,  H'. B e l i e b i g e  k o n v e x e  P o l ^ o p e  a l s  S c h n i t t e  und  P r o j e k -  
t i o n  h o h e r d i m e n s i o n a l e r  l ü U r f e l ,  S i m p l f i a s s  und  M a s s p o l y t o p e . 
M a t h e m a t i s c h e  Z e i t s c h r i f f e  6 5  ( 1 9 5 6 ) , .  9 1 - 1 0 3 .
P a t e r s o n ,  B .  C o n v e x i t y  o f  p o l y h e d r a .  I l l i n o i s  J .  M a t h .  11 ( 1 9 6 7 ) ,  
3 3 0 - 3 3 5 .  M R 35  „  1 6 7 .
P h a d k e ,  B . B . P o l y . e d r o n  i n e q u a l i t y  and  s t r i c t  c o n v e x i t y .  P a c i f i c
3 .  M a t h .  30 ( 1 9 6 9 ) .  M R  40 I I  , 8 9 6 .
P o q o r e l o v .  A . V .  A g e n e r a l  e x i s t e n c e  t h e o r e m  f o r  c l o s e d  c o n v e x  
p o l y h e d r a .  D o k l .  A k a d .  Nauk  5S3R 17 4 ( 1 9 6 7 ) ,  5 2 6 - 5 2 8 .  M R
35  I I  ,  1 1 1 3 .
R a d e m a c h e r ,  H . O n  t h e  n u m b e r  o f  c e r t a i n  t y p e s  o f  p o l y h e d r a .  
I l l i n o i s  3 .  M a t h .  9 ( 1 9 6 5 ) ,  3 6 1 - 3 8 0 .
R e m e z ,  E . ;  S t  e i n b e r c y .  A . 5  .  O n  a t h e o r e m  o n  c o n v e x  p o l y h e d r a  i n  
c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  q u e s t i o m  o f  f i n d i n g j t h e  t o t a l i t y /  o f  s o l u t i o n s  
o f  s y s t e m s  o f  l i n e a r  i n e q u a l i t i e s .  U k r a i n .  M a t .  Z .  19 ( 1 9 6 7 ) ,  ns  
2 ,  7 4 - 8 9 .  M R 3 5 ,  6 5 0 ,
R i e q e r ,  G . J » K o n v e x e  P o l y g o n e  u n d  r a t i o n a l e  F o r t s e t  z u n g  vo n  
F u n k t i o n e n .  M a t h .  N a c h r .  5 3 ,  ( 1 9 7 2 )  , 1 3 - 3 1 .  M R  47 N o .  6 , 1 6 5 7 .
-VII. 9-
R i l v . a s ,  K . O b e r  d i e  a f f i n e  K l a s s i f i z i e r u n g  u nd  U b e r  C h a r a k t e r i s — 
t i k e m  k o n v e x e r  P o l y e d e r  inn E u k l i d i a c h e n  Raum R ^ .  U c h n y e  Z a p i s k i  
I T a r t i u . U n i v e r .  3 0 5 ,  T r u d y / M a t .  ITleh, 1 2 ,  1 1 6 - 1 2 6  ( 1 9 7 2 ) ) .  Z b l a t t  
3 2 3 ,  3 1 7 .
S c h n e i d e r ,  R .  O b e r  d i e  O u r c h s c h n i t t e  t r a n s l a t i o n g l e i c k e r  k o n v e x e n  
K o r p e r  u n d  e i n e  K l s s e  k o n v e x e r  P o l y e d e r .  A b h a n l .  IK la the. 30 ( 1 9 6 7 ) ,  
1 1 8 - 1 2 8 .
S c h o n w a l d *  K o m b i n a t o r i s c h e  u n d  g e o m e t r i s c h e  O a r s t e l l u n g  v o n  
g e w is s e n  V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  z y k i s c h e r  P o l y t o p e .  A r c h ,  d e r  M a t h .
2 8  ( 1 9 7 7 ) ,  3 1 2 - 3 1 7 .  Z b l a t t  3 5 2 ,  2 9 1 .
S c o t t ,  P . R ,  On c o n v e x  l a t t i c e  p o l y g o n s .  B u l l . A u s t r a l . M a t h . S o c .
1 5  ( 1 9 7 6 ) ,  3 9 5 - 3 9 9 .  Z b l a t t  3 3 3 ,  2 0 4 .
S e n a t o r ,  K . F r e e l y  s o l v a b l e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  i n e q u a l i t i e s .
S t u d i a  M a t h .  57 ( 1 3 1 6 ) ,  1 9 1 - 1 B 8 .  Z b l a t t  3 51  (19 7  8 ) ,  3 0 6 .
S h a c h t m a n ,  R .  G e n e r a t i o n  o f  t h e  a d m i s s i b l e  b o u n d a r y  o f  a c o n v e x  
p o l y t o p e .  O p e r a t i o n s  R e s .  22  ( 1 9 7 4 ) ,  1 5 1 - 1 5 9 .  Z b l a t t  2 7 7 ,  3 0 2 .
S h e p h a r d ,  G . C .  S e c t i o n s  and  p r o y e c t i o n s  o f  c o n v e x  p o l y t o p e s .  
M a t h e m a t i k a  19 ( 1 9 7 2 ) ' ,  1 4 4 - 1 6 2 .  M R N o . 3 ,  47 ;  7 2 5 .  Z b l a t t  2 5 8 , 3 0 0 .
--------------------  C o n v e x  p o l y t o p e s  w i t h  c o n v e x  n e t s .  M a t h .  P r o c . P h i l o s ,
S o c . C a m b r i d g e  7 8  ( 1 9 7 5 ) ,  N o .  3 ,  3 8 9 - 4 0 3 .  M R 52 N o .  5 ,  2 1 3 6 .
-------------------- P o l y h e d r a l  d i a g r a m s  f o r  s e c t i o n s  o f  t h e  n o n - n e g a t i v e
o r t h a n t .  M a t h e m a t i k a ,  L o n d o n  18 ( 1 9 7 1 ) ,  2 5 5 - 2 6 3 .  Z b l a t t  2 3 1 ,  3 0 9 .
S o l t a n ,  P . S ,  On t h e  c o v e r i n g  o f  p o l y h e d r a  b y  h o m o t e t i c  p o l y h e d r a . 
D o k l a d y  A k a d .  N auk  SSSR 2 0 2  ( 1 9 7 2 ) ,  5 4 1 - 5 4 4 .  Z b l a t t  2 4 8 ,  3 2 0 .
T u c k e r ,  A .UI,  L i n e a r  i n e q u a l i t i e s  and c o n v e x  p o l y h e d r a l  s e t s . 
P r o c e e d i n g s  o f  t h e  Secomd S y m p o s iu m  i n  L i n e a r  P r o g r a m m i n g .  lU a s h iR t o n  
D . C .  (1 9 5 5  ) 5 6 9 - 6 0 2 .  N a t i o n a l  B u r e a u  o f  S t a n d a r d s ,  W a s h in g t o i? .  MR 
1 7 ,  7 7 8 ,
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U / a l k u p ,  D»Ui» ;  W e ts ,  J . B » A L i p s c h i t z i a m  c h a r a c t e r l z a t i o r r  o f  
c o n v e x  p o l y h e d r a .  P r o c . A m e r . M a t h . S o c ,  23  ( 1 9 6 9 ) ,  1 6 7 - 1 7 3 .  m R 
3 9  I I  ,  1 3 5 5 .
W e y l .  H .  E l e m e n t a r s  T h e o r i e  d e r  konvexen^  P o l y « d e r .  C o m m e n t .M a th .  
H e l v e t .  7 ( 1 9 3 5 ) ,  2 9 0 - 3 0 6 .
V a q l o m ,  I . M .  ;  B o l t y a n s k i l ,  V . G .  C onvex  f i g u r e s .  M oscow  1 951  ( 
(G e rm a n  t r a n s l a t i o n ,  B e r l i n  1 9 5 6  ;  E n g l i s h  t r a n s l a t i o m .  New Y o r k ,  
1 9 6 1 ) .
l a m f i r e s c u ,  T ,  P r o p r i é t é s  g é o m é t r i q u e s  d e s  e n s e m b le s  s i m p l i c i a l m e n t
c o n v e x e s .  A t t i  A c c a d .  S c i .  B o lo g n a  R e n d .  X I I .  S e r .  10 ( 1 9 7 2 ) ,  N r .  1
7 3 - 7 7 .  Z b l a t t  3 1 1 ,  3 2 1 ,
-------------------------  S i m p l i c i a l  c o n v e x i t y  i n  v e c t o r  s p a c e s .  B u l l .  M a t h .
S o c .  S c i .  M a t h . P h y s .  R o u m a in s  9 ( 5 7 ) ,  ( 1 9 6 5 )  1 3 7 - 1 4 9 .  M R  35  I  ,  
1 6 0 .
------------------------- Two c h a r a c t e r i z a t i o n s  o f  s i m p l e x  e s . G a z .  M a t .  S e r .
A 7 1  ( 1 9 6 0 )  , 4 2 2 - 4 2 4 .  M R  38  I  ,  3 0 2 .
ADDENDA.
H a d w i q e r . A l t e s  u n d  n e u e s  u b e r  k o n v e x  K B r p e r .  B i r k h S u s e s .  S u i z a , 1 9 5 5 .  
M a r t i . C o n v e x e  A n a l y s i s .  B i r k h a u s e s .  S u i z a , 1 9 7 7 .
J a m e s o n . G . J . O .  T o p o l o g y  a n d  N orm ed  S p a c e s .  Chapman and H a l l .  L o n d o n ,  
1 9 7 4 .
P f l a u m a n n . E .  — U n g e r . H .  A n a l i s i s  f u n c i o n a l ,  A l h a m b r a ,  M a d r i d , 197 4 .
P r e n o w i t z  -  3 ' a n t o s c i a l .  J o i n t  G e o m e t r i e s  : A t h e o r y  o f  c o n v e x  s e t s  
a n d  l i n e a r  G e o m e t r y .  S p r i n g e r .  New Y b r k ,  1 9 7 9 ,
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I N D I C E
CAPITULO CERO
REPRESENFACION ANALI7ICA DE LOS POLIGONOS CDNUEXOS DEL PLANO
EUCLIDEOf  DE LOS POLIEDROS CONUEXOS DEL ESPACIO EUCLIOEQ Y
DE LOS POLIEDROS CONVEXOS DEL ESPACIO EUCLIOEO n-DIWENSIONAL :
CRITERIOS DE CONVEXIDAO DE POLIEDROS Y POLIGONOS.
1 .  R e p r e s e n t a c l o n  a n a l i t i c a  d e l  c u a d r i l â t e r o  c on ue xo  : C r i t e r i o  
a n a l f t i c o  de c o n u e x i d a d  de un c u a d r i l a t e f o  p i a n o ,  pg .  1 ,
2 ,  R e p r e s e n t a c i o n  a n a l i t i c a d e  un n - g o n o  p i a n o  c on ve xo  ;
C r i t e r i o  a n a l f t i c o  de c o n u e x i d a d ,  pg, .  2 .
3V R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  de un t e t r a e d r o  en e l  e s p a c i o
e u c i f d e o  t r i d i m e n s i o n a l  y de un ( n l - l ) - e d r o  en e l  e s p a c i o  
e u c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l  ; m e d i a n t e  l a s  c o o r d e n a d a s  de sus 
v e r t i c e s ,  p g .  4»
4.  R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  d e l  t e t r a e d r o , e n  e l  e s p a c i o , e n
F u n c i o n  de l a s  e c u a c i o n e s  de l a s  c a r a s  ( p r o l o n g a d a s ) ,  p q .  7 .
5 * R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  de un p o l i e d r o  c o n v e x o , e n  e l  e s p a c i o ;
C o n d i c i o n  a n a l f c a  de c o n u e x i d a d  de un p o l i e d r o ,  p q .  9 .
C. R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  de un p o l i e d r o  co n v e x o  en e l
e s p a c i o  e u c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l  : C r i t e r i o  a n a l f t i c o  de
c o n u e x i d a d  de un p o l i e d r o  d e l  e s p a c i o  n - d i m e n s i o n a l , p g .  11 .
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CAPIHJLO PRIItlERQ
ESTUOIO DE LOS POLIEDROS CONUEXOS EN LOS ESPACIOS DE HILBERT
(SEPARABLES Y' NO SEPARABLES) T  EN LOS ESPACIOS LINEALES
REALES GENERALES I N T I N I TO-DIimENSIONALES :
CRITERIOS DE CONUEXIDAD DE LOS POLIEDROS EN EST05 ESPACIOS.
7 *  D e t e r m l n a c i o n  de un p u n t o  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  s e p a r a b l e
p o r  i n t e r s e c c l o n  de una s u c e s i o n  de h i p e r p l a n o s  de v e c t o r e s
d i r e c c i o n a l e s ,  densa en e l  e s p a c i o p g .  I f f *
8 .  D e t e r m i n a c i o n  de un p o l i e d r o  c on v ex o  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t
s e p a r a b l e  : C r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  de un p o l i e d r o  de e s t e  
e s p a c i o  e i n e c u a c i o n e s  d e l  p o l i e d r o ,  p g .  24 .
9 .  Los  o r t o e d r o s  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l  : O e t e r m i n a -  
c i o n  y r e p r e s e n t a c i o n ,  pg .  27 ,
1 0 ,  D e t e r m l n a c i o n  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n  de un s i s t e m a  de 
h i p e r p l a n o s , en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l , cuyos  v e c t o r e s  
d i r e c c i o n a l e s  Forman una base a l g e b r i c a  d e l  e s p a c i o ,  s g . 29 .
1 1 ,  D e t e r m l n a c i o n  de un p o l i e d r o  c on ve xo  en e l  e s p a c i o  de 
H i l b e r t  g e n e r a l  : C o n d i c i o n e s  de c o n v e x i d a d  e i n e c u a c i o n e s  
d e l  p o l i e d r o ,  pg .  3 5 ,
12 ,  D e t e r m l n a c i o n  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n  de un s i s t e m a  de 
h i p e r p l a n o s , e u yo numéro c a r d i n a l  c o i n c i d e  con l a  d i m e i s i o n  
d e l  e s p a c i o ,  en un e s p a c i o  l i n e a l  g e n e r a l  i n F i m i t o - d i n e n s i o -  
n a l ,  p g ,  3 6 .
13 ,  D e t e r m l n a c i o n  de un p o l i e d r o  co n ve xo  en e l  e s p a c i o  l i n e a l  
g e n e r a l  , . r e a l  e i n F i n i t o - d i m e n s i o n a l  : C o n d i c i o n e s  de :o n v e — 
x i d a d  e i n e c u a c i o n e s  d e l  p o l i e d r o ,  pg ,  40,
14 ,  D e F i n i c i o n  y d e t e r m l n a c i o n  de un p o l i gono convexo  en jn 
e s p a c i o  l i n e a l  r e a l  g e n e r a l  : R e p r e s e n t a c i o n  d e l  p o l i g o n o  
c o n v e x o ,  pg .  41 ,
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CAPITULO SECUNDO
ESTUOIO DE LOS POLIGONOS ALABEAOOS "CONUEXOS" EN EL ESPACIO
EUCLIOEO , EN LOS ESPACIO EUCLIDEOS n-DII t lENSI ONALES , EN LOS
ESPACIOS DE HILBERT (SEPARABLES 0 NO) Y EN LOS ESPACIOS
LINEALES REALES I  NFI NI TO-DI  (ÏIENSI ON AL ES :
CRITERIOS DE "CONUEXIDAD" DE LOS POLIGONOS ALABEAOOS DE E3T0S
ESPACIOS .
1 5 .  P o l i g o n o s  a l a b e a d o s  c o n ue xo s  en e l  e s p a c i o  e u c l f d e o  
t r i d i m e n s i o n a l  : C r i t e r i o  de c o n u e x i d a d  de e s t o s  p o l i g o n o s ,  
p g ,  43 .
1 6 .  P o l i g o n o s  a l a b e a d o s  en e l  e s p a c i o  e u c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l .  
C r i t e r i o  de c o n u e x i d a d  de e s t a s  p o l f g o n o s  y c o n c e p t o  de 
c o n u e x i d a d  de p o l f g o n o s  a l a b e a d o s ,  pg .  4S.
1 7 .  D e t e r m l n a c i o n  d e l  h i p s r p l a n o  que pasa p o r  un p u n t o  y es 
p a r a l e l o  a un s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x i m a l , e l  c u a l  c o n t i e n e
una s u c e s i o n  dada i n f i n i t a  de p u n t o  s l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n -  
t e s  y densa en e l  s u b e s p a c i o ; en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  
s e p a r a b l e  ; E c u a c i d n  e x p l i c i t a  d e l  h i p e r p l a n o ,  pg .  49 .
1 8 .  P o l f g o n o s  a l a b e a d o s  conuexos ;  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t
s e p a r a b l e  ; C r i t e r i o  de c o n u e x i d a d , s e g u n  e s t e  c o n c e p t o ,
p a r a  l o s  p o l f g o n o s  a l a b e a d o s ,  pg .  5 4 .
1 9 .  D e t e r m l n a c i o n  y e c u a c i d n , e n  e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l ,  
de un h i p e r p l a n o  que pasa  p o r  un p u n t o  dado y es p a r a i e l o  
a l  s u b e s p a c i o  l i n e a l  m ax im a l  c e r r a d o , que c o n t i e n e  un 
s i s t e m a  dado de v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s , p g .  62 .
2 0 .  P o l f g o n o s  a la b e a d o s  c o n ue x os  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l
i n F i n i t o - d i m e n s i o n a l  : C r i t e r i o  de c o n u e x i d a d  de l o s




2 1 ,  O a t e r m i n a c i d n  y e c u a c i d n  e x p l i c i t a , e n  un e s p a c i o  l i n e a l  
g e n e r a l , d e l  h i p e r p l a n o  que pasa p o r  un p u n t o  dado y es 
p a r a l e l o  a un s u b e s p a c i o  l i n e a l  max i m a l , que c o n t i e n e  un 
s i s t e m a  dado  de v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s ,  p g ,  7 0 ,
2 2 ,  P o l i g o n o s  a la b e a d o s  c o n v e x o s , e n  un e s p a c i o  l i n e a l  g e n e r a l  ; 
C r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  p a r a  l o s  p o l f g o n o s  a l a b e a d o s  de 
e s t e  e s p a c i o ,  p g ,  7 2 .
CAPITULO TERCERO
ESTUOIO DE LOS POLIEDROS CONUEXOS Y DE LOS POLIGONOS ALABEADOS
"CONUEXOS," , EN LOS ESPACIOS NORIflADOS |j, ^ Y c^  ,  DE
SUCESIONES REALES DE SERIE ABSOLUTAITIENTE CONUERGENTE Y DE
SUCESIONES REALES INFINITESIMAS :
CRITERIOS DE CONUEXIDAD DE LOS POLIEDROS Y POLIGONOS ALABEADOS.
DE ESTOS ESPACIOS.
2 3 ,  D e t e r m i n a c i d n  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i d n  de una s u c e s i d n  de
• I
h i p e r p l a n o s  en e l  e s p a c i o  normado f  de s u c e s i o n e s  r e a l  es 
cu y a s  s e r i e s  son a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e s ,  p g .  7 0 .
2 4 ,  D e t e r m i n a c i d n  y e c u a c i d n  e x p l i c i t a  d e l  h i p e r p l a n o , q u e  pasa 
p o r  una s u c e s i d n  i n f i n i t a  de p u n t o s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n — 
t e s  y en a q u e l  base ; d e l  e s p a c i o  normado ^ , de l a s  s u c e s i o ­
nes r e a l  es de s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e ,  p g .  BS.
2 5 ,  D e t e r m i n a c i d n  y r e p r e s e n t a c i d n  de un p o l i e d r o  convex o  en e l  
e s p a c i o  normado / ^ , de s u c e s i o n e s  r e a l e s  de s e r i e  a b s o l u t a ­
men te  c o n v e r g e n t e  : C r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  de p o l i e d r o s ,  p g .  9 1 .
2 1
2 6 ,  P o l f g o n o s  a l a b e a d o s  c o n v e x o s  en e l  e s p a c i o  normado y , de 
l a s  s u c e s i o n e s  r e a l e s  de s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  : 
C r i t e r i o  de c o n v e x i d a d , s e g d n  e s t e  c o n c e p t o , d e  l o s  p o l f g o n o s , p g .9
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2 7 »  D e t e r m l n a c i o n  d e l  p u n t o  de  i n t e r s e c c i o n  de  u n a  s u c e s i o n  de 
h i p e r p l a n o s , d e l  e s p a c i o  n o r m a d o  de l a s  s u c e s i o n e s
r e a l e s  i n f i n i t e s i m a s ,  p g .  9 6 .
2 8 *  D e t e r m i n a c i d n  y e c u a c i d n  e x p l i c i t a  d e l  h i p e r p l a n o , que  p a s a
p o r  u n a  s u c e s i d n  i n f i n i t a  de p u n t o s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n -  
t es  y b a s e  e n  a q u é l ;  en e l  e s p a c i o  n o r m a d o  c ^  , de l a s  
s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i n i t é s i m a s ,  p g .  9 9 .
2 9 »  D e t e r m i n a c i d n  y r e p r e s e n t a c i d n  de  un  p o l i e d r o  c o n v e x o  en e l  
e s p a c i o  n o r m a d o  c ^  , de  s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i n i t é s i m a s  t 
C r i t e r i o  de  c o n v e x i d a d  de e s t o s  p o l i e d r o s ,  p g .  1 0 5 .
3 0 »  P o l f g o n o s  a l a b e a d o s  c o n v e x o s  en e l  e s p a c i o n o r m a d o  c ^  , de 
l a s  s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i n i t é s i m a s  : C r i t e r i o  de 
" C o n v e x i d a d "  de  l o s  p o l f g o n o s  de  e s t a  e s p a c i o ,  p g .  107 »
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C O N C L U S I O N E S
CAPITULO CERO
1^. R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  d e l  c u a d r i l â t e r o  c o n v e x o  c u y o s  
v e r t i c e s  t i e n e n  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s







I X y 1
> 0 , 1 =  1 , 2 , 3 ,
d o n d e  l o s  f n d i c e s  m a y o r e s  q u a  4 ,  s e  e n t i e n d e n  r e d u c i d o s  
a s u r e s t o ,  m o d u l o  4 .
2 . R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  de un n - g o n o  p i a n o  c o n v e x o , de v e r ­
t i c e s  c o n  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s
" i ^ i
1
" i >  1
^ 1 4 -1 " 1 4 -1
1 * ^ 1 4 -1 > 1 . 1  '
^ 1 4 -2 " i 4 - 2
1 X y  1
^  0 ; i  — l » 2 , . . , r
d o n d e  l o s  f n d i c e s  m a y o r e s  q u e  n , h a n  de  e n t e n d e r s e  como 
r e s t o s  m o d u l o  n .
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3  .  R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  d e  u n  t e t r a e d r o  c u y o s  v e r t i c e s  
t i e n e n  p o r  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s
( ^ 1 ;  ( x ^ . y 2 * ^ 2 ) ’ ;
( X 3 , :
^ 1 " 1  ^ " r ^ 1
1
" 2 " 2 " 2  ^ " 2 " 2 ^ 2
1
1




% " 4 ' 4  ^
X y z 1
I
" l ^ 1 " 1  ^
X y z 1
i
" 2 " 2 " 2  ^ " 2 " 2 " 2
1
" 3 " 3 " 3  ^ ^ 3 " 3 ' 3
1
% " 4 i % " 4 " 4
1
" l " l ' 1  ^ " 1 " 1
1
" 2 " 2 ' 2  ^
X y z 1
i




% " 4 ' 4  ^ " 4 " 4 ^ 4
1
" l " l " 1  ^ " l " 1 ' 1
1
" 2 " 2 " 2  ^ ' 2 " 2 ^ 2
1
" 3 " j ' 3  ^
X y z 1




Fepreaentacion analftica de un (nl-l)-edro del espacio 
euclfdeo n—dimensional, cuyos vertices son
” ln> :
' n  -  ( " n l ' ' ' n 2  " n n ^  '
“("o’"! "n_r"n' •  V l ’*> >  “
D ( P ^ , P j ,  . . . , P n _ i , P n )  • 0 ( P j , > P j >  ^  °
" ( " o ' " :  " n . r " n )  •   " n _ r " n l  >  °
0 ( P _ ^ , P l . . . . , P n _ j , P n )  .  0 ( X , P ^  >  0
siendo aquf
’’ l l  ^ 1 2  ^13
"^21 ^ 2 2  ^ 2 3  '  ^ 2 n
^ n l  ^ n2  ^ n 3  * * *  ^ n n
1n
i n  '
P,, 1
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4.  R e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  d e l  t e t r a e d r o , a n  e l  e s p a c i o , c u y a s  
c a r g s  ( p r o l o n g a d a s )  t i e n e n  p o r  e c u a c i o n e s  c a r t e s i a n a s
« I  X 4- b i  V' 4- C l  z  V- d i  = 0
a x 4- b  y 4- c  z 4- d  = 0 ,
4 4 4 4
' a .
35
) (a j^  X 4- bj^ y  4- c ^ z  4 -d ^ )
‘ 3 ’
I a )  ( a ^  X 4- y  4- z  4- c ^ j  >  0
> "1 ■=1 "1
> "2 =2 "2
®4 "4 P4
“ 3 "3 ' 3 -3
i > "1 ^ ‘’3 I' *■ P3 '
% =4 -4
=2 "2
; " i I I
" l  ^1
« 1 3 2 ) ( a ^  X 4- b ^  y 4- C 4  z 4- d ^ )  X
^ 3 <=3
-XVII -
5  » R e p r e s e n t a c i d n  a n a l f t i c a  d e  u n  p o l i e d r o , e n  e l  e s p a c i o , l o s  
p i a n o s  d e  c u y a s  c a r a s  t i e n e n  p o r  e c u a c i o n e s  c a r t e s i a n n a s
«1  X 4- y 4- C j  z 4- d ^  =  0
= 2  *  4- b ^  y  4- c ^  z 4- d ^  = 0
X 4" b ^  y 4- c ^  z 4- d ^  =  0
a  X 4 - b  y  4- c  z  4- d  =  0
m m m nt




r " r -
c  , 
r
% " " r - “ r "
" r " " r . % " ) ( a / 4 - b  y 4- c  z 4- r  r
d ^
a ^ i u
" r "
' " r " ' / 0
d o n d e r — 1 , 2 , # , # . , [n4-l , l o s f n d i c e s r ' ,  r "  , r ' "  se h a n
e l e g i d o  p a r a  q u e  no h a g a n  n u l o  e l  F e c t o r  c o n s t a n t e  de  l a  i n e -  
c u a c i d n ;  p o r  l o  c u a l  se p u d a n  d é f i n i r  v a r i e s  p o l i e d r o s , e n  g e n e r a l ,  
c o n  p i a n o s  p r e f i j a d o s  p a r a  l a s  c a r a s ,
( f ,  R e p r e s e n t a c i d n  a n a l f t i c a  d e  un  p o l i e d r o  c o n v e x o , d e l  e s p a c i o  
e u c l f d e o  n—d i m e n s i o n a l , d e f i n i d o  p o r  l o s  m4-l h i p e r p l a n o s  
(m ^  n )  d e  e c u a c i o n e s  r e s p e c t i v e s
> 1  >  *• > 2  " 2  '• > 3  >  *• • • •  *• > n  " n  '• >  = “
> 1  " l  *- = 2 2  " 2  *• > 3  " 3  *■ • • •  *• > n  " n  " 2  '  °
> 1  " 1  *• > 2  " 2  *■ ° 3 3  " 3  S  '  “
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=ml >  *■ “m2 "2 *■ “ m3 " 3  *• *• “mn "n  "m = °
“mH,l > *■ “mH,2 > * “mH,3 ” 3 * •" *-“mH,m > * V l '  " '
( - 1)
d ( a ;  , a ;  a ;  , a ;  )
  ____2__________n___ 2n W_
D( A , A A.  * A )
2 3 ■ ’n n4-l
i  — l y 2 y  * # eyPMy 1
*- “ i n " n  *- > >
> 0
s i e n d o  a q u f
®11 ®12 ®13 '  ® l n
^^A »A ,A , ««jA fc
21
1 "  2 '  3 '  '  n ' ^  31
‘ 22 ®23 " *  ®2n
®32 ®33
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CAP ITUL O PRimERQ
7 » D e t e r m i n a c i d n  d e  un p u n t o  e n  e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  s e p a r a b l e ,  
p o r  i n t e r s e c c i o n  de l a  s u c e s i d n  de  h i p e r p l a n o s
(y'j_»y) = Yi » = ^2 ' = "(3 ", (y^'y) = („ '
c u y o s  v e c t o r e s  d i r e c c i o n a l e s , s o n  d e n s o s  en e l  e s p a c i o ,
19 En e l  c a s o  p a r t i c u l a r , en q u e  l a  s u c e s i o n  d e  v e d t n r e s  '1 \
c o n s t i t u y e  u n a  b a s e  d e l  e s p a c i o  de h i l b e r t , e l  p u n t o  de  i n t e r -  
s e c c l d n  d e  l a  c l t a d a  s u c e s i d n  de  h i p e r p l a n o s , e s ^ d  d a do  p o r  l a  
s e r i e  d e  F o u r i e r
•o
-IV l
p e r o , s i n r p r e  q u e  l a s  c o n s t a n t e s  ,  v e r i f i q u e n  l a  c o n d i c i d n
^  Y m  4  f  rO  .
29 En e l  c a s o  g e n e r a l , l a  c l t a d a  s u c e s i d n  de  h i p e r p l a n o s , s e  
c o n t a  en un  s o l o  p u n t o  d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t , c u a n d o  se v e r i -  




















s i e n d o  l a  s u c e s i o n  i n f i n i t a  de v e c t o r e s   ^ ,  l i n e a l m e n t e  i n d e -  
p e n d i e n t e ^  y  l a s  c o n s t a n t e s  , t i e n e n  l o s  v a l o r e s
. . .  ( y i , T k - i ) ( y i , y „ )
( y 2 » y 2 ^ . . .  ( ^ 2 * ^ 1 ^ ( y j . y „ )
( y j . Y j ) • • •
( ^ k ' ) ^ k - l ^
’  V A
» • • • »n ; n —
A e s e l  d é t e r m i n a n t e  de G ram,  r e l a t i v e  a l  s i s t e m a  de
v e d t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t es  ^ 2 * " ' ' *  ‘
E l  p u n t o  d e  i n t e r s e c c i o n  x de  l a  s u c e s i d n  i n f i n i t a  d e  h i p e r ­
p l a n o s  d a d o s , v i e n e  d a d o  p o r  l a  s e r i e  de  F o u r i e r
/ U
Y l  -
Yl
d o n d e  ^  I s  b a s e  c o m p l e t e  d e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t , p r o c è d e n t #
d e  l a  O r t o n o r m a l i z a c i d n  d e l  s i s t e m a  d a  v e c t o r e s  ^ n  (
-XXI-
B » I n e c u a c i o n e s  de un p o l i e d r o  c o n v e x o , en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  
s e p a r a b l e , d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  de h i p e r p l a n o s ,  
de  e c u a c i o n e s
I
u na v e z  v e r i f i c a d o  y d e f i n i d o , c o n  e l  c r i t e r i o  e x p u e s t o , l a  
c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e d r o , l a s  i n e c u a c i o n e s  de e s t e  s on
(Vk^y) -  Y l
1 0 . D e t e r m i n a c i d n  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n  de un s i s t e m a  de
h i p e r p l a n o s , en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l , c u y o s  v e c t o r e s  
d i r e c c i o n a l e s  f o r m a n  u n a  b a s e  a l g e b r i c a  d e l  e s p a c i o  H , 
y c u y a s  e c u a c i o n e s  s e a n
( a ^ , x ) .  =  Y  i  » 1 6  I  » I I  I = ( d i m  H ) ^ c  .
D e n o t a m o s  c o n  a^  |  , ( i  ^  I )  l a  b a s e  a l g e b r i c a  f i j a
d e l  e s p a c i o ; y c o n
L a s  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s  y s u f i c i e n t e s , p a r a  q u e  e l  s i s t e m a  
i n f i n i t o  de p i a n o s  d a d o s , se c o r t e  en u n j p u n t o  u n i c o ,  so n
Y< =-
Q “il *12 ®13 **• “in
Yl “ll ®12 813 •** “in
Y? *21 *22 “23 ••• ®2n
V ®31 ®32 8 33 ®3n
Y„ “nl “n2 8n3 ann
“ii ®12 “in
®21 ®22 *2n 0













n2 I _  •  •  an3 nn
i  ^  I  — | ^ 1 , 2 , 3 , . » ,  ft
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y  e l  p u n t o  d e  i n t e r s e c c i d n  de l a  c l t a d a  s u c e s i d n  i n f i n i t a  d e  
h i p e r p l a n o s ,  e s
X =  —
0
«2 ...
Y l " i l ®12 ® 1 3 * * * ® l n
Y, ®21 “ 22 ® 2 3 ' " ®2n
Y , ®31 “ 32 ® 3 3 - * - ®3n
Y » “ n l ®n2 ® n 3 “ *
a
nn
®11 ®12 ®13 • • •  ® l n
®21 ®22 ®23 ®2n
®31 ®32 ®33 ®3n
® n l ®n2 ®n3 * • *  ®nn
11 . I n e c u a c i o n e s  de  un  p o l i e d r o  c o n v e x o , d e f i n i d o , e n  e l  e s p a c i o  
de H i l b e r t  g e n e r a l  H , p o r  e l  s i s t e m a  de  h i p e r p l a n o s , d e  
e c u a c i o n e s
( a ^ , x )  =  Y i  » 1 t  A , { A I ^  d i m  ( H ) S
Una v e z  v e r i f i c a d o  e l  c r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e d r o  
d e f i n i d o  p o r  e l  s i s t e m a  c i t a d o  d e  h i p e r p l a n o s , c u y a  e x p r e s i d n  
s i m b d l i c a  y  a b r e v i a d a  es
( -  V k  I* “ >
k Ç A
A
l a s  i n e c u a c i o n e s  d e l  p o l i e d r o , .  s o n
V v k '  -  -  YkJ > k  t  A
1 2 .  D e t e r m i n a c i d n  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c l d n , e n  u n  e s p a c i o  l i n e a l  E 
r e & l  i n f i n i t o —d i m e n s i o n a l , d e  un  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s , c u y a s  
e c u a c i o n e s  s e a n
f j ( x )  = Y i I  é  I  ,  I I  I .  d l .  (E )  g  .
-XXI11-
O e n o t a n d o  c o n  » 1 *c I  t  u n a  b a s e  f i j a  d e l  e s p a c i o  l i n e a l ,
l o s  Vy c o n  8 ^ ^  v a l o r e s  q u e  t o m a n  l o s  f u n c i o n a l e s  l i n e a l e s  f ^
en  l a  b a s e
^ i ( o j ; )  =  8 j j  ;  i  t r  I  » j  C  I  ;  I I  I =  d i m  ( E )  ,
l a s  c o n d i c i o n e s  p r é c i s a s  p a r a  q u e  e l  s i s t e m a  d e  h i p e r p l a n o s  d a d o s ,  
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“ l 3  “ i n
“ 23 " * •  ®2n
“ 33 ®3n
3 - 3 ^ 3 » # » 8
n l  n2 n3 nn
y  e l  p u n t o  d e  i n t e r s e c c i o n , de l a  c i t a d a  f a m i l i a  d e  h i p e r p l a n o s  
d a d o s , d e l  e s p a c i o  l i n e a l  r e a l  g e n e r a l  E , i n f i n i t o —d i m e n s l  o n a l
e s ,  e n t o n c e s
- X X  |tf-
0
• 1 “ 2 ®3 * • " “ n
Y l “ 11 “ 1 2 “ l 3 ^ - - “ i n ,
Y , “ 21 “ 22 “ 2 3 " ' “ 2 m
Y , “ 31 “ 32 “ 3 3 " " ®3n
Y . " n i “ n 2 “ n 3 " '
a
nn
*11 “ 1 2  “ 13  • • •  " 1 ,
“ 21  “ 2 2  ®23 ®2ra
“ 31 * 3 2  “ 33  • • •  ®3rr
“ ml  “ n 2 ^rr3 ”  * * “ n n
1 3  ,  % :   ^ _ I n e c u a c i o n e s  d o  u n  p o l i e d r o  c o n v e x c , . e n  e l  e s p a c i o  l i n e a l  
r e a l  i n f i n i t o —d i m e n s i o n a l  E ,  d e f i n i d o  p o r  e l  s i s t e m a  d e  
h i p e r p l a n o s , .  d e  e c u a c i o n e s
A I ^  d i im ( E )
Una v e z  v e r i F i c a d o  e l  c r i t e r i a  d e  c o n v e x i d a d , d e l  p o l i e d r o  d e f i n i d o  
p o r  e l  c i t a d o  s i s t e m a  da  h i p e r p I a n o s , . c i r i t e r i o  q u e  c o n s i s t e  en l a  
c o n d i c i o n ,  e x p r e s a d a  a b r e v i a d a m a n t e
A  ( ^ ( - k  î - Y , 0 ) ;
k e  A
l a s  i n e c u a c i o n e s  d e l  p o l i e d r o  c o n v e x o , a s l  d e f i n i d o ,  s o n
k (»k)' -  ( « )“ -  Y k ]  ^  = k  t  A r
i n c l u y e n d o  e l  c o n t o r n o  d e l  p o l i e d r o .
- X X V  -
CAPITULO S E C U N D O
1 5  » C r i t e r i o  d e ^ c o n v e x i d a d * *  p a r a  u n  p o l f g o n o  a l a b e a d o , d e l  e s p a c i o  
o r d i n a r i o  e u c l f d e o , d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j j u n t o  o r d e n a d o  de  s u s  
v e r t i c e s , c u y a s  c o o r d e n a d / a s  c a r t e s i a n a s  s o n
E n t e n d e m o s  p o r  p o l f g o n o  a l a b e a d o  d e l  e s p a c i o , c u a l q u i e r  p o l f g o n o  
q ue  no  t e n g a  t o d o s  s u s  v e r t i c e s , en e l  m i s m o  p i a n o *
E n t r e  l o s  p o l f g o n o s  a l a b e a d o s , d i s t i n g u i m o s  l o s  a l a b e a d o s  
" c o n v e x o s " *  y q u e  s o n  a q u 6 l l o s  t a i e s  q u e  l o s  p i a n o s  q u e  p a s a n  p o r  t r è s  
v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s  c u a l e s q u i e r a , d s j a r r >  l o s  r e s t a n t e s  en a l  nr i smo 
s e m l e s p a c i o , c o n  r e s p e c t o  a l  m e n c i o n a d o  p i a n o .
U n  c r i t e r i o  a n a l f t i c o  p a r a  r e c o n o n e r  l a  " c o n v e x i d a d "  de un  
p o l f g o n o  a l a b e a d o  a s  e l  s i g u i e n t e  t  





p a r a  c a d a  i  ( =  1 , 2 , . .  c o n t l e n e n  uni  t e r m i n a  no n u l o , a l  m e n o s ;
y  t o d o s  l o  s q u e  no s e a n  n u l o s , t i e n e n  s i g n a  c o n s t a n t e .
L o s  n u m é r o s  i  4- k  ha  y/ q u e  i n t e r p r e t a r l o s  como s u  r e s t o  
m d d u i l o  n  ,  e n  c u e h t o  e x c e d e n  a n ,  s i e n d o  k  =  1 , 2 , . . . ,  ( n - l ) .
I f i .  C r i t e r i o  d e  " c o n v e x i d a d " p a r a  un p o l f g o n o  a l a b e a d o , d e l  e s p a c i o  
e u c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l , d e f i n i d o  p o r  l a  s u c e s i o n  f i n i t e  y  





1,2,...,n k  =  3 , 4 , ( n W )
*^1 "  ^ ® l l * * 1 2 ’““ l 3 » * * " ' ® l n ^ ^ ® 2 1 * * 2 2 ' “ 2 3 ............. *2n^ '
3n ml*" m2 m3
- X X V I  -
E l  p o l f g o n o  
s u c e s i o n e s
0 ( A ^  ,  ^ i 4 - l  * ^ i 4 - 2  ^ * * *  ^ A
e s  a l a b e a d o  c o n v e x o , c u a n d o  l a s
î t - n - l  '  “ u -k  f  S "  ’ m - l  ;
s o n d e  s l g n o  c o n s t a n t e , p a r a  d a d a  f i j a d o  £ »  1 , 2 , . . . , s  •  Y s l e n d e  
no t o d o s  l o s  t e r m i n e s  n u l o s , d e  c a d a  u n s  d e  d i c h a s  s u c e s i o n e s ,  
p a r a  £ f i j d .
A d a m â s , a q u f  e s
11 1 2  13 I n
*21 ®22 * 2 3  * 2 n
*31 * 3 2  * 3 3  * 3 n
? n l niZ n3
17 .  E c u a c i d n  e x p l i c i t a  d e l  h i p e r p l a n o , e n  a i  e s p a c i o  de H i l b e r t  
s e p a r a b l e , q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o  b , y  e s  p a r a l e l o  a l  
b u b a s p a c i o  m a x i m a l  c e r r a d o  L  (  a ^  , a ^  ,  a ^  , , , ,  a ^  ,  . . .  ,
q u e  g e n e r a  l a  s u c e s i d n  d e  v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  
















- X X V I I I -
1 8 . C r i t e r i o  p a r a  q u e  un  p o l f g o n o  s e a  a l a b e a d o  " c o n v e x o * * ^  en e l  
e s p a c i o  de  H i l b e r t  s e p a r a b l e ^ d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j u n t o  
i n f i n i t o  y  b i e n - o r d e n a d o  d e  v e r t i c e s , d e  t i p o  o r d i n a l  |(, 4- 1
h \  • 1 é  p -
Con l a s  h i p o t e s i s  e s p e c i f i c a d a a , e n  l a  e x p o s i c i o n ,  l a  c o n -  
d i c i o n  de p o l f g o n o  a l a b e a d o ,  es
( ( 9 ^  ,  9.
W  < ( j  4  p
y l a  c o n d i c i o n  p a r a  q u e  e l  p o l f g o n o , y e  a l a b e a d o , s e a  c o n v e x o , e s
%
o c U | i /  y
1 9 . E c u a c i d n  d e l  h i p e r p l a n o , en e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  g e n e r a l ,  ■
q u e  p a s a  p o r  e l  o r i g e n  y  e l  s i s t e m a  d e  v e c t o r e s  » 1 ^  !
q ue  g e n e r a n  a l  s u b e s p a c i o  ^ m a x i m a l  c e r r a d o  L (  e^ , )  ,  i  Ç  I
y f o r m a n  una  b a s e  o r t o n o r m a l  d e l  mismo
( e -  ^  ( 0 ,e^)> e^ ,  X > =  0
i  ç  I
H i e n t r a s  q u e  l a  e c u a c i d n  d e l  h i p e r p l a n o  q ue  p a s a  p o r  e l  p u n t o  
b , y  es p a r a l e l o  a l  s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x i m a l  c e r r a d o  L ( e^  )' ,
i  ^  I  es , p u e s
( e -  ^  ( 8 , e ^ )  ® i  ^ X  -  b ) =  0
i  e  1
20
- X X I X -
C r l t e r l o  de "c o n v e x id a d ” , en e l  es p a c io  g e n e ra l de H i l b e r t  E , 
p ara  un p o lfg o n o  a la b e a d o , d e T in id o  p or e l  c o n ju n to  i n f i n i t o  
f j  b ie n -o rd e n a d o  con u lt im o  elem em to, de v e r t ic e s
I
I  \
jV , | | ( f  1 I >  ( dim E > K
Con la s  h ip o t e s is  e s p e c if ic a d a s  en la  e x p o s lc l6n , l a  c o n d ic io n  
p ara  que e l  p o lfg o n o ,a s f  d e f in id o ,s e a  a la b e a d o , es
(  (  c L ,  ^  )  /  0 )
^  <  C ^  ^
en donde es un o r d in a l  t r a n s f i n i t o , t a l  que
= ( dim. E )
E l c r i t e r i o  de co n ve x id a d  d e l p o lfg o n o ,s u p u e s to  y v e r i f ic a d o  
ya a la b e a d o ,es s im b o lic a  y  abreviadam ent e  e x p re s a b le  p er
( 0
21 , Ecuacidn  e x p l i c i t a  d e l  h ip e r p la n o ,en un es p a c io  l i n e a l  g e n e ra l  
El  . jiP. que c o n t in a  11 sis tem a de puntos ^a^ ,  i  ^  I
l in e a lm e n te  In d e p e n d ie n te s ,que generan  un su b esp ac io  m axim al 
L ( )' r  f  6: Ï  » d e l  es p ac io  l i n e a l  E .
Tomamos una base f i j a  j^e^. j   ^ji (z I  '  , I  '  -  I  = - ! # ! "
d e l e s p a c io  E y/ un punto
• "  f  •- < *1 > '  ^  ë  I
con  ^ lo  c u a l |^o^ * * i ^  ' , i  I  , e s  una base d e l e s p a c io
- X X X  -
S e o b t l a n a
• i .  * .  * ' i j  *Ji
a l fU n c io n a l f  ( % ) que d s f in /a  a l  h ip e r p la n o , an c u e s tio n , 
v é r i f i e #
„ i  6  I '  :f  (  y i #
a s l d e f in id o  e l  fu n c io n a l f  (  x jD ta  ecuacidn  buecada d e l  
h ip e rp la n o  p a r  e l  o r ig e m  y  que c o n tie n e  a l  s is te m a de puntos  
,. i  €  I  r  ®»
f  (  X  > =  0 .
S i  e t  h ip e rp la n o  pasa p a r  oâ punto b ,. y  es p a r a le lo  a i  su b espacio  
m axim al, d e te rm in a d a  p a r  o l  s is te m a  de o s c to re s  l in e a lm e n te  in d e -  
p en d ie n te s  • t  ^  I  ;  l a  ecu ac id n  d e l  h ip e rp la n o  es
r ( x - b ) ^ = t O ,
Z2 , C r i t e r i o  de " c o n v e x id a d "  do un p o lfg o n o  a la b e a d o ,,d e l e s p a c io  E 
l i n e a l  g e n e ra l y  r e a l ,  d e f in id o  por e l  con jun te» i n f i n i t o  y  
b ie n -o rd e n a d o  do v e r t i c e s
| a ^ j  ,  1 6 i  6 r  I 4- 1 I >  dint (  E ) .
Con la s  h ip o te s is  e s p e c if ic a d a s ,e n  la  e x p o s ic id n  d e t a l l a d a ,e l  
p o lfg o n o  d e f in id o  es a labead o ,eo a itd o  se v e r i f i e s  l a  c o n d ic id n
(  ^  (  " i  "  "  ^  ^ ^  °  )
S < 0 ^  l'i'
=  dim ( E -donde ^  es uni o r d i n a l ,  t a l  que j ^ 4- 1 




- X X X I  -
C AP I T UL O  TERCERO
2 3  D e t e r m i n a c i d n  d e l  p u n t o  d e  i n t e r s e c c f d m  d e  u n e  s u c e s i d n  d e  
h i p e r p l a n o s g e m  s i  e s p a c i o  n o r m a d c  d e  s u c e s i o n e s  r e a l e s
d e  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  ;  c u y a s  e c u a c i o n e s  s e e n
M (x)) = Ylr *
U)^ (x ) )  =  Y
U!^ ( x >  =  Y
2
(x ) !  =  Y
n  "  1 ^ 2 , 3 , # *  »
l i n e a l e s  i l  jn  ,  V i x n e a j L B s  • (/ 1
d o n d e  uu ( x ; )  s o n  f l i n c i o n r a l e s  c o n t f r r u o s  d e l  e s p a c i o  r  
I f f  E l  c a s o  p a r t i c u l i r  en  q u e  l o s  f u n c i o n a l e s  (x) )  s o n
l o s  c a n d n i c o s y c o n  r e s p e c t e  a l a  b a s e  n a t u r e l  de  v e c t o r e s  
u i n i t a r i o s  {  d e l  e s p a c i o  j/ ^  » p e r m i t s  h a l l a r  e l  p u n t o
d e  i n t e r s e c c i d n , d e  l a  c i t a d a  s u c e s i d n  i n f i n i t a  de  h i p e r p l a n o s ,  
d e l  s i g u i e n t e  modo
cO
*  ^  Y n  " n  '  Y 2  '  Y ) " "  Y - n  »” • *
s i m e p r e  q u e  s e  v e r i f t q u e  l a  c o n d i c i d n
)
2f f  E l  c a s o  g e n e r a l  se p u e d e  r e s o l v e r ,  c u a n d o  l a  s u c e s i d n  
i n f i n i t a  d e  f u n c i o n a l e s  ( x )  a d m i t e  u n a  b a s e  c a n d n l c a
I  f ^  ^  ;  e e  d e c i r ,  s i  s e  v e r i f i e s
U) C f p  )' — ^  np  * rt ,  p =  l , - 2 , î ,
s i e n d o  l a s  ' '  ,  l a s  d e l t a s  de  K r o n e c k e r
np  •
- X X X  II-
iLa ex l a  t e n d  a d e  t e l  b a s e  c a n â n l c a  , p a r a  l a  s u c a a l â r r
de  f u n c l o n a l e s  l i n e a l e s  (xjf) y s e  p u e de  r e c o n o n e r  m ad l a i r l t a
d e - d u c i d a é p a r e  l a m a t r i z  i n f i n i t e
1 1  ^ 1 2 ^ 3 • • • -  ' ^ i p
2 1  ' *22 ' *23 * 2 p
3 1  ' ' î Z * 3 3 • * •  * 3 p •
m l  * n 2 * r t3 * e p . . .
q u e  d e f i n e . l e  e u c e s i â n i  de f U n c i o n e l e s  I f r r e a l e s  em l a  b as e  c a n é n l c a
l  ’ n , ]
d e l  e s p a c i ' O ( " p P  “  v  •
L a s  c o n d i c i o n a s  c a r a c t e r f s t l c a s , p a r a  q u e  d i c h a  m a t r i z  i n f i n i t e  
d e f i n e  una b a s e  c a n 6 n i c e  p a r a  l a  s u e e s i é n  d e  f u n c l o n a l e s  u i " ( x  
s o n  l a s  s l g u i e n t a s  t
L a  m a t r i z  i n f i n i t a  es  l i n a a t m a n t e  i n d e p a n d i e n t e  p a r  f i l a s  y  
p o r  c o l u m n a s  ;  l a s  f i l a s  son  s u c a e i o n e e  a c o t a d a s  y  l a s  c o l u m n s s 
s o n  s u c a s i o n e s  cuy.a s é r i a  e s  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r s a n t e .
V e l  p u n t o  u n i c o  d e  i n t e r s a c c i é n  d e  l a  s u c a s i é n  d ad a de 
h i p e r p l a n o s  e s ,  en l a  b a s a  c a n é n i c e  j ^ f ^  ^ d e  l o s  f u n c l o n a l e s  
l i n e a l e s  c o n t i n u o s , a s o c i a d o s  a l a s  r e s p e c t i v e s  e c u a c i o n e s  de  
l o s  h i p e r p l a n o s
oO
X  = Y .
c o n  l a  h i p o t e s i s  a d i c l o n a l
-rO
<  (X)
I» =  1
-XXXIII-
2 4 .» E c u a c l 6 r r  e x p l i c i t a  d e l  h i p e r p l a n o ^ e n  e l  e s p a c l o  ^  ^  d e
s u c e a i o n e e  r e a l e s  d e  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e ,  q u e  
p e s a  p o r  e l  o r i g e t r  y  c o n t i e n s  u n a  s u c e s i â r r
r
d a  p u n t o s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y  d e n ë a  en un s u b e s p a c i o  
l i n e a l  m a x i m a l .
L a  e c u a c i o n  d e l  c i t a d o  h i p e r p l a n o ,  e s
OO OO
^ ( 2  
1 ^ - 1  Ï V - I
ent donde o o
l a  m a t r i z  i n f i n i t a
( " n p f
e s  l i n e a l a e n t e  t n d e p e n d i e n t e  p o r  f i l a s  y  p o r  c o l u m n a s , l a s  
f i l a s  s o n  s u c a s i o n e s  d e  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e , l a s  





</  C X)
En l a s  mis ma s h l p â t e s i s ,  s a l u a  q u e  e l  h i p e r p l a n o  p a s e  p o r  
e l  p u n t o  t  ,  eiT v e z  d e l  o r i g a n *  ;  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r — 
p l g n o »  e s
O O oO
, .  ^  "np )  < f  n. -  f  "  '
^  -  1 y. -  1
d o n d e  (  & ) s o n  l a s  c o m p o n e n t e s  d e l  v e c t o r  b >  d e l
/  m>
e s p a c i o  ,  e m  s u  b a s e  c a n 6 n i c a  ^ e ^ ^
-xxxrv -
C r l t e r l o  de  c o n v e x i d a d  d e  un p o l i e d r o  y  r e p r e s e n t a c t o n  d e l  
m i s m o ;  en e l  e s p a c i o  n o r m a d o  ^  d e  s u c e c e s i o n e s  r e a l e s  
d e  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e ;  d e f i n i d o  e l  p o l i e d r o  
p o r  e i  s i s t e m a  i n f i n i t o  de  h i p e r p l a n o s ,  d e  e c u a c i o n e s
m ( x )  ~  I  r  I  ' c  I  r j l j  ^  ^  •
Com l a s  h i p o t e s i s  e s p e c f f i c a s  y l a  n o t a c i o n  e m p l e a d a , en l a  
e x p o s i c i o n ,  l a  c o n d i c l 6 n  de e x i s t e n c i a  y  c a r a c t e r  c o n v e x o  d e l  
p o l i e d r o ,  as
d o n d e
k s l
\  k
f ,  i  as  l a  b a s e  c a n o n i c a  d a  l o s  f u n c l o n a l e s  u  ^  ,
,0
n =  1 , 2 , 3 , , . »  ;  yjademâs se  v e r i f i c a  ' y  y *
m =  l
E l  p o l i e d r o  c o n v e x o  v i e n e  r e p r e s e n t  a do  p k r  e l  s i s t e m a  d e  i n f i n i  t a s  
i n e c u a c i o n e s  l i n e a l e s , c o n t o r n o  I n c l u l d o
)) - Y .
2ff» C r i t e r i o  de " c o n v e x i d a d "  de  un  p o l i g o n o  a l a b e a d o , d e l
— —  i; 2
e s p a c i o  , d e f i n i d o  p o r  e l  e o n j u n t o  I n f i n i t o  y  b i e n - o r d e n a d o
d e  s u s  v e r t i c e s
Con l a s  h i p o t e s i s  I m p u e s t a s ,  y  d e t a l l a d a s  an  l a  e x p o s i c i o n ,  e l  
p o l i g o n o  a s  a l a b e a d o  c u n a d o  v e r i f i c a  l a  c o n d i c i o n
- X X X V
CO __
~ i  ^  - 1-  1  \ V - i
c  y 
np ) (  ‘ i r r  -  “ j ! . .  > *  “
L a  c o n d i c i o n  d a  c o n v e x i d a d  d e l  p o l f g o n o ^ s u p u e s t o  ya a l a b e a d o ^  





_  «X, Xv
' ^ f / V  K r i \ Y i y
0
27 » O e t e r m i n a c i o n  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n  d e  u n a  s u c e s l o n  de
h i p e r p l a n o s ;  d e l  e s p a c i o  c ^  de  l a s  s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i —
n i t e s i m a s ;  c u y a s  e c u a c i o n e s  s e a n  
1 ,  V -  2 ,  V ' r  3u  ( x X  =  r  ^  ( x )  =  ( g  .  u  ( x ) ’ =  ,  u  ( x >  =
nt — l y 2 y  3 y . . .




1 0  S u p o n e m o s  q u e  d i c h o s  f u n c l o n a l e s  s o n  l o s  c a n o n i c o s  en  l a
b a s e  c a n o o d c a  I e ^  • d e l  e s p a c i o  , a s  d e c i r  , d e f i n i d o s  p o r
f  n y p — l f 2 , 3 p ^ « . .
d o n d e  l o s  S
n p
s o n  l a s  d e l t a s  d e  K r o n e c k e r .  E n t o n c e s  e l
p u n t o  de i n t e r s e c c i o n , d e l  c i t a d o  s i s t e m a  da  h i p e r p l a n o s ,  es
- X X X V I -
>0
\ /
^  ' r r  V  " 
rr =  I
c o n  l a  h i p o t e s i s  a d i c i o n a l  — >  0 ,
2 0  E I  c a s o  g e n r a l  s e  p u e d e  r e d u c i r  a l  p a r t i c u l a r , c u a n d o  l a  s u c e -
s i o n  d a  f u n c l o n a l e s  ( x )  a d m i t s  u n a  b a s e  c a n o n i c a  | f  „  l o
L n  '
c u a l  s a  p u e d e  a v e r l g u a r ,  m e d i a n t s  l a  m a t r i z  i n f i n i t a  
' ' l l  ' *12 ' *13 '  ' ' i p  • * *
' *21 ' *22 ' *23  '  ' *2p '
' *31 ' *32 ' *33 * * *  ' *3p * "
' * n l  ' *n2 '*m3 ' *np
............................ ................................................  '  * n p  =  “  < ' p  ) -
q u a  en t e l  c i  r c u n s t  a n c l e ,  s a t i s  f a c e  l a s  s i g u i e n t . e s  c o n d i c i o n a s  t 
L a  m a t r i z  i n f i n i t a  c o n s i d e r a d a  as  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  
p o p  f i l a s  yy p o r  c o l u m n a s  ;  l a s  f i l a s  d e  l a  m a t r i z  s o n  s u c e s i o n e s  
d e  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e s  yy l a s  c o l u m n a s  s on  s u c e s i o n e s  
r e a l e s  i n f i r r l t e s i m a s .
Erri t a l e s  c i r c u n s t a n c l e s ,  e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i O n  d e  l a  s u c e s i O n  
i n f i n i t a  da  h i p e r p l a n o s  d a d o s ,  es
» =  1  f p  ^  .
m =  1
c o n  l a  h i p o t e s i s  a d i c i o n a l  ^ -----------------> 0  .
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2 5 .  E c u a c i o n  e x p l i c i t a  d e l  h i p e r p l a n o  # en e l  e s p a c i o  de
s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i n i t é s i m a s ,  q u e  p a s a  p o r  e l  o r l g e n  y  
c o n t i e n s  a l a  s u c e s i ô n  de  p u n t o s
^2 ^ p .
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s  y d e n s o s  en un s u b e s p a c i o  m a x i m a l  d e l
e s p a c i o  c  .
o
L a  e c u a c i o n  d e l  c i t a d o  h i p e r p l a n o  e s
C e  .X)
* n p )  =  0
■'1=1 j '
en, d o n d e
l a  m a t r i z  i n f i n i t a  (  a ^ ^  ) f n „ p  =  1 , 2 , 3 ,  . . es  l i n e Ë l -  
m e n t e  i n d e p a n d i e n t e  p o r  f i l a s  y  p o r  c o l u m n a s ,  s u s  f i l a s  s o n  
s u c e s i o n e s  i n f i n i t é s i m a s  y/ s u s  c o l u m n a s  s o n  s u c e s i o n e s  de s e r i e  
a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e .  Ademâs se v e r i f i c a ’ l a  c o n d i c i o n i
X, I -y..
U -1
  np  I
i l  -  I
Con l a s  m i s m a s  h i p o t e s i s , s a l v o  que  e l  h i p e r p l a n o  p a s e  p o r  e l  
p u n t o  b  , en v e z  d e l  o r i g e t r  ,  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o , en
c u e s t i ô n ,  e s
oC 'X-
(  >  »„p }  (  •’ n. -  J.'
% :
d o n d e  (  ^ ) s o n  l a s  c o o r d e n a d a s  d e l  p u n t o  b  en l a  b a s e; irn
c a n o n i c a  | e ^  ~ ,  d e l  e s p a c i o  c ^ .
29 y  30 . L a s  c o n c l u s i o n e s  de e s t a s  d o s  s e c c i o n e s  s on  ,  
f o r m a l m e n t e ,  i d e n t i c a s  a l a s  de l a s  s e c c i o n e s  2 5  y  2 6  , a u n q u e  
s u s  f u n d a m e n t o s  t e o r i c o s  e s t i n  en l a s  s e c c i o n e s  27 y  28 , Y , 
n a t u r a l m e n t e , s u  i n t e r p r e t a c i o n t  c o n  e l  c a r â c t e r  s e m â n t i c o  d e l  
e s p a c i o  c  •
C A P I T U L O  C E R Q
REPRE5ENTRCI0N ANALI TI CA DE LOS POLIGONOS CDNVEXGS DEL PLANO
EUCLIDEO, DE LOS POLIEDROS CONVEXOS DEL ESPACIO EUCLIDEO Y
DE LOS POLIEDROS CONVEXOS DEL ESPACIO EUCLIDEO n-DIHlENSlONAL *
CRITERIGS DE CONVEXIDAD DE POLIEDROS T POLIGONOS.
f l -
1 *  REPRE5ENTACI0N A NA LI TI CA DEL CUAORILATERO CONVEXO : CRI TERI O 
A NA L IT IC O DE CONVEXIDAD DE UN CUAORILATERO PLANO.
Dado un c u a d r i ï â t s r o  p i a n o  c u a l q u i e r a  ^ ^ P ^ P ^ P ^  
v amos a r e p r e a e n t a r  a n a l f c a m e n t e  e s t a  f i g u r a  b i d i m e n s i o n a l , 
en f u n c i o n  de l a s  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s  de s u s  v e r t i c e s  : 
P j ( « i , y i )  : : P j C - j - y j )  :  •
L o s  c u a d r i l a t e r o s  que  c o n s i d e e a m o s  s o n  l o s  o r d i n a r i o s  d e  l a  
G e o m e t r f a , e s  d e c i r , l o s  c u a d r i l a t e r o s  c o n v e x o s .
En p r i m e r  l u g a r , o b t e n d n e m o s  un  c r i t e r i o  a n a l i t i c o  de c o n ­
v e x  i d a d  d e  un  c u a d r i l â t e r o  p i a n o  c u a l q u i e r a .  P a r a  e l l o . d e b e m o s  
e x p r e s a r , en  c o o r d e n a d a s  c a r t e s i a n a s , q ue  l o s  p u n t o s  P ^ , P^  y a c e n  
en e l  m i sm o s e m i p l a n o , c o n  r e s p e c t o  a l a  r e c t a  P^ P^  ; r e s p e c t o  
a l a  r e c t a  P ^ P^  , l o s  p u n t o s  P ^ , P ^  y a c e n  en  e l  mismo s e m i p l a n o ; 
r e s p e c t o  a l a  r e c t a  P^ P^  l o s  p u n t o s  P ^ , P ^  ; r e s p e c t o  a l a  
r e c t a  P^ P^  l o s  p u n t o s  P ^ , P ^ .
A s i  p u e s , l o s  d é t e r m i n a n t e s  ( no  n u l o s )
" l  >' l  * y j  1
" 2  ^  1 : «2  y ,  1
" 3  >'3 ' %  y  3 ‘
t i e n e n  e l  m i smo  s i g n o .  A n a l o g a m e n t e , ' o s  o t r e s  t r e s  p a r e s  de 
d é t e r m i n a n t e s  t i e n e n  s i g o o  c o n s t a n t e , p o r  p a r ^  p o r  e s o , p od emo s 
e x p r e s a r , c o n j u n t a m e n t e , l a  c o n d i c i o n  a n a l f t i c a  de c o n v e x  i d a d  
d e l  c u a d r i l â t e r o  P ^ P ^ P ^ P ^ , en f u n c i o n  de l a s  c o o r d e n a d a s  de 
s u s  v e r t i c e s , d e l  modo s i g u i e n t e  : L o s  d é t e r m i n a n t e s
14-1
" i
/ i 4 - l
y.
; k = 14-11,14-,:? ; i  = 1 , 2 , 3 , 4
k " k
s o n no n u l o s , y de s i g n o  c o n s t a n t e  p a r a  c a d a  i  d a d o  ;  e n t  end i d o , .  
l o s  v a l o r e s  de l o s  i n d i c e s  m a y o r e s  q u e  4 , r e d u c i d o s  a su r e s t o ,  
m o d u l o  4 , f B s p e c t i v a m e n t e ,
Una v e z  q u e  se s a b e  os c o n v e x o  e l  c u a d r i l â t e r o  P^^PgP^^^ » 
l a  r e p r o s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  de d i c h o  c u a d r i l â t e r o , v i e n e  
e x p r e s a d a , p o r  t a n t o , p o r  l a  i n t e r s e c c i o n  de  l o s  4 s e m i p i a n o s  
de Aae-a i n e c u a c i o n e s  s i g u i e n t e s
-2-
" i ^ i 1 " i
^ i 4 - l 1 • " i M ^ i 4 - l  ^
^ i i - 2 ^ i4 -2 1 X y 1
> i  =  1 , 2 , 3 , 4
d o n d e  l o s  I n d i c e s  may,o r e s  q ue  4 , se e n t i e n ^ d e n  r e d u c i d o s  a su 
r e s t o , m o d u l o  4 ; como y a  h emo s a d v e r t i d o  a n t e s .
O b s e r v a c i o n  a n a l o g a  a l a  h e c h a , e n  c u a n t o  a l  d o b l e  s i g o o  ^  ,
d e  l a s  i n e c u a c i o n e s  d e l  t r i â n g u l o , s e  p u e d e  h a c e r  a h o r a  : En
l a s  i n e c u a c i o n e s  q u e  r e p r e s e n t a n  a l  c u a d r i l â t e r o  c o n v e x o ^  s o n
a d m i s i b l e s  l o s  s i g n o s  en t a i e s  d e s ! g u a i d a d e s , c o n t a i  d e  no
t o m a r l A  mas d e  d o s  v e c e s , s i m u L t â n e a m e n t e , e l  s i g n o  = .  L a  c a r e o c l a
d e  i A s i g n o  = , en e l  s i s t e m a  de i n e c u a c i o n e s , r e p r e s e n t s  a l o s
p u n t o s  i n t e r i o r e s  de  1 c u a d r i l â t e r o  c o n v e x o . L a  p r e s e n c i a  de
u n  s o l o  s i g n o  = , r e p r e s e n t s  l o s  p u n t o s  i n t e r i o r e s  de u n  1 a do
d e l  c u a d r i l â t e r o . L a  p r e s e n c i a  de d o s  s i g n o s  ^  , r e p r e s e n t  a un
v é r t i c e  d e l  c u a d r i l â t e r o ^  o unf t  p u n t o  d i a g o n a l  iC C.
( i r r e x i s t e n t e ,  como i n t e r s e c c i o n  de  u n  p a r  d e  l a d o s )
REPRE5ENTACI0N A N A L I T I C A  DE UN n-GONO PLANO CONVEXO ; C R I T E R I O
A N A L I T I C O  DE
Vamos a r e p r e s e n t a r , a n a l f t i c a m a n t e , e l  p A l f g o n o  p i a n o  c o n v e x o  
d e  n v e r t i c e s  c u a l e s q u i e r a , e n  f u n c i â n  de l a s  c o o r d e n a d a s  
c a r t e s i a n a s  d e  l o s  m i s m o s .
En p r i m e r  l u g a r ,  p a r a  q u e  u n  n - g o n o  p i a n o  '  * ’ ^ n - l ^ n
c u a l q u i e r a  ( f i g . 4 )  de  c o o r d e r f a d a s  c a r t e s i a n a s  en  l o s  v e r t i c e s
P j l x j . y j )  i . . . ;  P n ( x „ , y J
s e s  c o n v e x o , s e  r e q u i e r s  q u e , r e s p e c t o  a l a  r e c t a  P ^ P ^ , l o s  p u n t o s  
^ 3  * ^ 4 ' *  * ’  * *^n an e l  m is mo  s e m i p l  a n o ;  r e s p e c t o  de l a  r e c t a
P gP ^  , l o s  p u n t o s  y a c e n  en e l  m i s m o  s e m l p l  a no  ; . . .  ;
y  r e s p e c t o  a l a  r e c t a  P ^ P ^ , l o s  p u n t o s  ^ 2 ' ^ 3 * *  * * ’ ^ n - 1 '
I m po n e m o s  a n a l f t i c a m a n t e  e s t a s  c o n d i c i o n a s , m e d i a n t s  e l  s i g n o  
d e l  p o l i n à m i o  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  e c u a c i o n  d e  l a  r e c t a , d e t e r -  
minadOL p o r  d o s  v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s  a x p r e s a n d o  e l  p o l i n o m i o  
en  f o r m a  de  d e t e r m i n a n t s .
L o s  d é t e r m i n a n t e s
—3—
14-1 14-1 k = 1 4 - 2 , 1 4 - 3 , . .  . , 1 4 - n - l  ; i  = 1 , 2 ,
no s o n  n u l o s  y , p a r a  c a d a  i  d a d o , t i e n e n  e l . m i s m o  s i g n o  l o s  n - 2  
d é t e r m i n a n t e s  c o r r e e p o n d i e n t e s  a un i  f i j a d o ,  A d e m â s , l o s  
i n d i c e s  m a y o r e s  de  n  , h a n  de  e n t e n d e  r s e  como r e s t o s  m o d u l o  n 
r e s p e c t i v a m e n t a .
Una v e z  se s e p a  q u e  e l  n - g o n o  p i a n o  es c o n v e x o , e s t e  v e n d r a  
d a d o  p o r  l a  i n t e r s e c c i o n  d e  n s e m i p i a n o s , c u y a s  i n e c u a c i o n e s  
l i n e a l e s  s on  l a s  s i g u i e n t e s
\ 0  ; i = l , 2 , . . , n
A h o r a  b i e n , e s t e  s î t e m a  de  i n e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  r e p r é s e n t é s  
l o s  p u n t o s  i n t e r i o r e s  d e l  n - g o n o  c o n v e x o . P o r  e s o , s i  q u e r e m o s  
i n c l u i r  l o s  p u n t o s  d e l  c o n t o r n o  d e l  n - g o n o , d e b emos u t i l i z a r  
l a s  i n e c u a c i o n e s  c o n  e l  d o b l e  s i g n o  X . A s i . p u e s ^  l a  r e p r e s e n -  
c i o n  a n a l f t i c a  d e l  n - g o n o  p i a n o  c o n v e x o  P^^P^P^ '  '  ' ^ n  »c o n t o r n o  
i n c l u i d o , e s
^1 1 " i y. 1
^14-1 ^14-1 1 • ^ i 4 - l ^14-1 ^





i^4-l 1^4-1 1 • ’‘14-1 >'11.1 1
’‘14-2 1^4-2 1
X y 1
^  0 ; i  — 1 , 2 , . . . , n .
En e s t e  s i s t e m a  de i n e c u a c i o n e s  c a b e  l a  p o s i b i l i d a d  de d i s t i n -  
g u i r  l o s  p u n t o s  i n t e r i o r e s , como ya  hemos v i s t o , c o n  l a  a u s e n c i a  
de s i g n o  = > La p r e s e n c i a  de un s o l o  s i g n o  = d a r f a  l u g a r  a 
l o s  p u n t o s  i n t e r i o r e s  de un l a d o ; l a  p r e s e n c i a  de d o s  s i g n o s  = 
r e p r é s e n t a  un v é r t i c e , s i  l a s  e c u a c i o n e s  s o n  c o n s é c u t i v e s  en e l  
A i b t e m a , y  s i  no l o  s o n , u n  p u n t o  d i a g o n a l  i n t e r i o r , c u a n d o  se 
s a t i s f a g a n  l a s  r e s t a n t e s  n - 2  i n e c u a c i o n e s  e s t r i c t a s .
REPRES ENT ACI ON- NAL IT I CA OE UN TETRAEDRO EN EL ESPACIO EUCLI DEO 
TRI Di mE NSI CNA L Y DE UN ( n 4 - l ) - e d r o  EN EL ESPACIO EUCLIDEO
n-DI(TlEN3I0N_AL ^AS COORDENADAS OE SUS VERTICES
E l  p r o c e d I m & e n t o  e m p l e a d o , en e l  p i a n o , se p u e d e  e x t e n d e r  a l  
e s p a c i o  p a r a  r e p r e s e n t a r  un  t e t  r a e d r o ; y  l u e g o  a l  e s p a c i o  
n - d i m e n s i o n a l ; de  modo p u r a m e n t e  a l g é b r i c o .
F l j f i a d o s  t r è s  e j e s  c a r t e s i a n o s ,  no n e c e s a r i a m e n t e  o r t o g o n a l e a , 
en e l  e s p a c i o , c u a t r o  p u n t o s  c u a l e s q u i e r a  d e l  m i s m o , / /  A*
^ e  p u e d e n  d é f i n i r  p o r  s u s  r e s p e c t i v a s  c o o v d e n a d a s  c a r t e s i a n a s  :
C o n s i d e r e m o s  l o s  c u a t r o  p u n t o s  en c u e s t i 6 n . n o  c o p l a n a r i o s , p o r
l o  c u a l , l a  e c a / a c i o n  d e l  p i a n o
=  0
Como e l  p u n t o  P ^  no y a c e  en e l  p i a n o  P ^ P ^ P ^  , s u b s t i t u i d a s
l a s  c o o r d e n a d a s  de P .  e n  e l  d e t e r m i n a n f t e  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  4
e c u a c i o n  de  d i c h o  p i a n o , e l  v a l o r  d e l  d e t e r m i n f e a t e , e n  e s d  p u n ü o ,  
no e s  n u l o .  Ob d o n d e  r é s u l t a  q q e  l a  i n e c u a c i o n  d e l  s e m i e s p a c i o
d e f i n i d o  p o r  e l  p i a n o  P ^ P ^ P ^ y e l  p u n t o  P ^ , e x t e r i o r  a l  p i a n o , e s
" l ^1 ' 1
1 " 1 y i " l
1




" 3 ^3 ' 3
1 " 3 y3 "3
1
% y 4 ^ 4
i X y z 1
De manera completamente analoga de obtienen las ecuaciones de
los pianos Pg
^ 3 % " 1
; y  de los semiespacios defi
d o s  p o r  e s t o s  p i a n o s  y l o s  p u n t o s  P^^, P ^ ,  P ^ ,  r e s p e c t i v a m e n t e , s e  
h a l l  an s u s  i n e c u a c i o n e s  r e s p e c t i v a s  d e l  m i s m o  m o d o .
F i n a l m e n t e , l a  r e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  d e l  t e t r a e d r o  
p o r  e l  s i s t e m a  d e ^ i n e c u a c i o n e s  :
Î !  a  a  B










S I  38 q u l e r e  I n c l ' '  " l a  r e p r e s e n t a c i o n  a e â l f t i c a  d e l  t e t r a e d r o ,  
su  c o n t o r n o , h a n  de «1 a l s t e m ^  de  i n e c u a c i o n e s  l o s
d o b l è s  s i g n o s  ^  e l  1 a s ; a u n q u e ,  n a t u r a l m e n t e ,  no c o e x i s t e n
c u a t r o  s i g n o s  =  . ,, s modo mas p r e c i s o :  L a  a u s e n c i a  de s i g n o s  = ,
r e p r é s e n t a  l o s  p u n '  I n t e r i o r e s  d e l  t e t r a e d r o .  Un s o l o  s i g n o  = ,
r e p r é s e n t a  l o s  pu r , '  I n t e r i o r e s  de u n a  c a r a ;  d o s  s i g n o s  = , l o s
p u n t o s  i n t e r i o r e s  a r i s t e j  /  t r è s  s i g n o s  = , u n  v é r t i c e .  '
_ , . , e s p a c i o  e u c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l , R , un  s i s t e m aC o n s i d e r e m o s  en o '  ^
a r b i t r a r i o  de (n4- l  ) l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s
P = ) ; P ,  = ( po  ( P „ ) / 0 2 .........................../  '  1   n n l ' ^ n 2 ' »P.
domo c a d a ' . i s t e m a  do  "  P " " ^ o s  c u a l e s q u i e r a ,  e l e g i d o s  e n t r e  l o s  
( n l - l )  p u n t o s  d a d o s ,  F o r t i o r i " , l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e ,  e s t e
-S-
s i s t e m a  de  p u n t o s  d é t e r m i n a  un h i p e r p l a n o  (n—I ) ' - d i m e n s i o n a l , 





P2 2  P
1 3 ' "  ^ I n  
23 "  ^ 2n
n2 ' n 3  "
=  0
p a r a  e l  h i p e r p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  l o s  n p u n t o s  » *^2 '  * '  * '  *
y a n â l o g a m e n t e  p a r a  l o s  o t r o s  s i s t e m a s  de n p u n t o s , e l e g i d o s  
e n t r e  l o s  ( n 4 - l )  p u n t o s  d a d o s .
L o s  ( n l - l )  s i s t e m a s  de n p u n t o s ,  d a t e  rm i n  an en t o t a l , d e  e n t r e  
l o s  ( n 4 - l )  p u n t o s  d a d o s  » ^ 2 ' "  * ^ n  '  ( n 4 - l )  h i p e r p l a n o s , d e
e c u a c i o n e s  r e s p e c t i v a s
D (P^ , P , P2 , . • . ,  P^_ , X ) = 0 ;0 (P^ ,P^,P^^« .« ,  Pp_2 * ^ ~ ^ » • • • • »
D (Pjj^, p2 f P j  » • • • » P^» ^ ) = 0*
En v i r t u d  de  q u e  l o s  p u n t o s  P ^ , P ^ , P g , . . . , P ^  e r a n  l i n e a l m e n t e  
i n d e p e n d l e n t e s , s e  v e r i f i c a
0 ( P j j » Pj^ » p2 * • • • » ^  ^  •
P o r  t a n t o , l o s  s e m i e s p a c i o s  de f I n i d o s  p o r  l o s  h i p e r p l a n o s  P ^ P ^ . . P ^  ^
P P . . . P  _ni o n - 2





P i P 2 * * * * ’ n p u n t o s
. . .
“ <Ç- • “ ( *  ' " 1 ......................................> ®  ’
y e s t e  s i s t e m a  de  (n4- l  ) i n e c u a c i o n e s  1 i n e a l e s ,  c o n s t i t u y e  l a  
r e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  d e l  ( n 4 - l ) - e d r o  en e l  e s p a c i o  e u c l f d e o  
n - d i m e n s i o n a l .
-7-
C u an d o ae q u l e r e  i n c l u i r  eA c o n t o r n o  d e l  (n4- l  ) - e d r o , h a y  que  
p o n e r  en t o d a a  l a s  i n e c u a c i o n e s , de s u r e p r e s e n t a c i o n  a n a l i t i c a ,  
e l  d o b l e  s i g n o  ^  ;  a d u i r t i e n d o  q u e  ( n 4 - l )  s i g n o s  = ,  s o n  i n c o m p a t i b l e s ;  
u n  s o l o  s i g n o  = , r e p r e s e n t s  u n a " c a r a "  ( p u n t o s  i n t e r i o r e s ) ; @ * 3  ( n - 1 ) 
s i g n o s  V  , r e p r e s e n t a n  u n a " a r i s t a " ( p u n t o s  i n t e r i o r e s )  y n s i g n o s  
=  , un  v é r t i c e  d e l  ( n f l ) - e d r o  d e l  e s p a c i o  n - d i m e n s i o n a l .
REPRESENTACION A N A LI T I CA  DEL TETRAEORO;EN EL E S P A C I O . EN FUNCION 
DE LAS ECUACIONES PE LAS CARAS(PROLONGADAS) ?
Sea d a f i d i d o  un t e t n e d r o  p o r  l a s  e c a c i o n e s  de l o s  p i a n o s  de s us  
c u a t r o  c a r a s
"1 X 4- " l y 4- "1
z 4- = 0
" 2 ' =2






X 4- ' 3 y 4- ‘’ 3
z 4- " 3 = 0
^ 4
X 4- y 4- *^4 z
4- = 0
l o  c u a l  e x i g e , n a t u r a l m e n t e , q u a  n i  l o s  c u a t r o  p i a n o s  p e r t e n e z c a n  
a u n a  r a d i c i o n  de p i a n o s , n i  t r è s  de e l l o s  a un ha z de p i a n o s , n i  
t a m p o c o  t r è s  de e l l o s  s e a n  p a r a i e l o s  a l a  misma r e c t a ; p e r o  t o d a s  
d s t a s  r e s t r l c c i o n e s  se p u d d e n  e n g l o b e r  en s e n c i l l a s  c o n d i c i o n e s  
a n a l  f t i c a s , como v e r e m o s .
L a s  c o o r d e n a d a s  d e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n  de l o s  p i a n o s
s o n , c u e e d o  e x i s t e
X =
I
- ' 2 •’ 2 ‘=2 =2 - ‘^ 2 ‘=2
"2 "2 - ‘ 2^
' 3 ‘=3 "3 - S "3 "3
- ‘^ 3
'’ 4 =4 "*^4 ‘’ 4 %
^2 '’ 2 ‘=2 "2 "2 *=2 =2 ^2 ‘’2
^3 *=3 =3 ' 3 ‘’3 =3 s ^3
®4 % % •=4 =4 *^ 4
Y l a s  c o o r d e n a d a s  de e s t e  p u n t o  h a n  de h a c e r  e l  p p l i n o m i o  c o r r e s ­
p o n d i e n t e  a l  p i a n o  , no n u l o ; e s  d e c i r
—8—
L O
A n a l o g a s  e x p r e s i o n e s  o b t e n e m o s  p a r a  l a s  c o o r d e n a d a s  de  l o s  p u n t o s  
de i n t e r s e c c i o n  d e  l o s  p i a n o s  .
Con l o  c u a l  l a s  c o n d i c i o n e s  a n a l ^ t l e a s , p a r a  q u e  l o s  p i a n o s  
f o r m e n  t e t r a e d r o , / /  c o n s i s t e  en q ue  l a s  c u a t r o  e x p r e s i o n e s
" 1  *^1
*’ 2 *^2
3 3
c 4 " ,
;=3 " 3  ° 3  " 3
»4 " 4 %  "4
"1 0  '=1 "1
\ 1  "2  ®2 "2
" 3  " 3  ° 3  " 3
f l  " l  ' 1  " 1
1=2 " 2  ° 2  " 2 I
1=3 "3 ' 3  "3
= 4 "4  %  "4| , ;=4 "4  =4 "4
®2 " 2 " 2 > ' 3 ' 3 •=3
)
®4 ‘’ 4 = 1 " l ” " l
" 3 ‘’ 3 ®4 *=4 =1 ^1 =2 ' 2
®4 % = 1 " l ‘’ l =2 *=2 ®3 ' 3 *=3
s e a n  s i g n i F i c a t i v a s , d e t e r m i n a d a s  y no n u l a s .
Una v e z  v e r i C i c a d a s  l a s  c o n d i c i o n e s  p o r  l a s  c u a l e s  For man  u n  
t e t r e d r o  l o s  p i a n o s  * ^ 2 '  ^ 3 ) ^ 4  i n e c u a c i o n e s  de l o s  s e m i -
e s p a c i o a , d e t e r m i n a d o s  p o r  l o s  p i a n o s  * ^ 2  * ^ 3 *  *^4 ^  p u n t o s  de
i n t e r s e c c i o n  de l o s  p i a n o s  , r e s p e c -
t i v a m e n t e ; s o n , h a b i d a  c u e n t a  d e  c o n d i c i o n e s  como l a  ^1^  ,
a. b. c. d.1 1 1 1
a^ b„ c_ d„
2 2 2 2
a_ b. c_ d.3 3 3 3
_ b . c , d ,4 4 4
a. b. c. d.
1 1 1 1
a_ b_ c_ d„2 2 2 2
a_ b. c_ d..3 3 3 3
a . b . c . d ,4 4 4 4
= 2  " 2  = 2
=3 " 3  =3
=4 " 4  =4
=3 " 3  =3
=4 " 4  =4
=1 " 1  =1
) (a^ X f  63 y 4- C3 z 4- d^ )  0
- 9”
=1 '’ l *^1 d
= 2 .•^2 •=2
d
= 3 ' 3 *=3 d
= 4 *^4 d
= 1 (’ l *^1
d
' 2 *=2 d
^ 3 ' 3 *=3 d
% *^4 d
= 4 " 4  %
‘ 2 " 2  '=2
=1 " 1  =1
• 2  " 2  " 2
=3 " 3  =3
) (  43 x 3  b 3 y 3 C j  z 3 d j
) (  X 4- y 4- z 4. ) 0 .
□ 0  l o  d i c h o , S 8  o b t i e n s  q u e  l a  r e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  de un 
t e t r a e d r o , v i e n e  d a d a  p o r  e s t e  s i s t e m a  de c u a t r o  i n e c u a c i o n e s  
l i n e a l e s .
5 .  REPRESENTACION ANA L IT IC A OE UN POLIEDRO CONVEXO,EN EL E5 F ACI 0  : 
CONDICION ANA L IT IC A DE CONVEXIDAD OE UN POLIEDRO.
Vamos a r e p r e s e n t a r  a n a l f t i c a m e n t e  un p o l i e d r o  d e l  e s p a c i o  Cuando 
e s t a  d e f i n i d o  p o r  l a s  e c u a c i o n e s  c a r t e s i a n a s  de l o s  p i a n o s  de 
sus  c a r a s .
O a f  i n i d o s  m 4- 1 p i a n o s  en e l  e s p a c i o , p o r  sus e c u a c i o n e s  c a r ­
t e s i a n a s , r e s p e c t i v a s  y s i e n d i  m 3 , y f i dada  t e r n a  de e s t o s  
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e s t o s  p i a n o s , en g e n e r a l , n o  f o r m a r a n  p o l i e d r o  c o n v e x o , n i  s i q u i e r a  
p o l i e d r o . P o r  e l l o , y p a r a  q u e  e l  p o l i e d r o  s ea  c o n v e x o , d e b e  d e r i f i c a r s e  
q ue  l o s  p u n t o s  de i n t e r s e c c i o n  de  t o d a a *  l a s  t e r n a s  de p i a n o s  
^ I ' ^ 3 ' ^ 4 ’ '  * ' ^m4- l  y a c e n ,  c o n  r e s p e c t a  a l  p i a n o  , en e l  mismo 
s e m i e s p a c i o .  A s f , p u 8 S ^ e l i g i e n d o  t r e s  p i a n o s  d i s t i n t o s  a r b i t r a r i o s ,
, e n t r e  l o s  m p i a n o s »  ^ 2  ’ ^ 3  ’ * '  * '  ^m4-l  '  s e g u n  l a  c o n d i c i o n
—l o —
a n a l f t i c a  1 j  d e l  p a r r a P o  a n t e r i o r ,  l a s  ^ 3 )  e x p r e s i o n e s  ( a l g u n a s )
"1 ‘’ l " l
a . b
= i ° i
t
i i ‘’i
'J " J 'J
a. “ b.
% *=k k k ‘’k
h an  de s e r  s i g n i f i c a t i v e s  y de s i g n o  c o n s t a n t e , a u n q u e  a l g u n a  de 
e l l e s  p u d e  s e r  n u l a  ( p e n s e m o s , p . e . , en e l  v é r t i c e  de  una  p i r a -  
m i d e ) , p e r o  no t o d a s .
Cu aa do  se i m p o n g a n  e s t a s  c o n d i c i o n e s  a c a d a  p i a n o  de l o s  m4-l 
d a d o s , n o s  r e s u l t a n  en t o t a l  l a s  c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s  : l a s  
e x p r e s i o n e s
bi *=1^  ^i ‘’i “^i
'j 'j
Cj ..dj 'j 'j "J
\  bk\  ‘’k ‘^k ‘^k
[il
s on  s i g n i f  i c a t i v a s ,  y p a r a  un  r  dado , d o n d e  r  = l , 2 , . , . , m 4 - l  , 
l a s c a n t i d a d e s  c o r r e s p o n d l e n t e s  t i e n e n  s i g n o  c o n s t a n t e  y 
, es j i y y
u n 3 d e  e l l a s , a l  m e n os ^ no  es n u l a .  La t e r n a  de i n d i c e s  ( i , J , k )  ,
f i j a d o  r  , r e c o r r e  l a s  c o m b i n a c i o n e s  t e r n a r i a s  de  l a  s u c e s i o n
f i n i t a  1 ,  , . ,  r - 1 , r f l , , .  , m 4 - l .
A s i  q u e , p a r a  q u e  m4-l p i a n o s  d a d o s  f o r m e n  un p o l i e d r o  c o n v e x o ,
se r e q u i e r e n  ( m 4 - l ) ^ ^ ^  c o n d i c i o n e s  . ,  en g e n e r a l , s a l v o  p e c u l  i  a r l d a d e s  ,
A h o r a  y a , h a b i d a  c u e n t a  de l o s  r e s u l t a d o s  e s t a b l e c i d o s  p a r a  e l
e l  t e t r a e d r o , en e l  a p a r t a d o  a n t e r i o r , 1 a r e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a
d e l  p o l i e d r o  c o n v e x o , c u a n d o  se ha v e r i f i c a d o  q u e  l o  e s , v i e n e
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d o n d e  r  = l , 2 , , . . , m 4- l  , y l o s  i n d i c e s  r ' , r " , r  ' s e han  e l e g i d o  p a r a  
que  h a ^ a n  no n u l o  e l  f a c t o r  c o n s t a n t e  de  l a  i n e c u a c i o n .
- 1 1 -
E l  s i g n o  da  l a s  e x p r e s i o n e s  |^1~]  de e s t a  s e c c i o n ,  n e c e s i t a  u n a  
e x p l i c a c i o n  a I n t e r p r e t a c i o n  mas p r é c i s a  : P a r a  u n  v a l o r  d a d o
d e  r  ( =  l , 2 , . , , m 4 - l  ) , 1 as  ^   ^ c o r r e s p o n d  l e n t e s  p u e d e n  s e r
s i g n i f i c a t i v e s  o n o , s e g u n  s e a  d i s t i n t o  de c e r o  o no e l  d é t e r ­
m i n a n t e  d e l  d e n è m i n a d o r .  E n t r e  l a s  e x p r e s i o n e s  s i g n i f i c a t i v a s , 
u n a  a l  menos  d e b e  s e r l o ; u n a s  p u e d e n  s e r  p o s i t i v a s , o t  r a s  n u l  as  
y o t  r a s  n e g a t i v e s  ; s e g u n  l a s  t e r n a s  de p i a n o s , d i s t i n t o s  d e l  
e l e g i d o s  e n t r e  l o s  p i a n o s  d a d o s , se  c o r t e n  en un s e m i e s p a c i o , en  e l  
p i a n o  , o en e l  o t r o  s e m i e s p a c i o , c o n m r e s p e c t o  a l  p i a n o
O eb e  h a b e r , n a t u r a l m e n t e , a l  m e n o s , u n a  e x p r e s i o n  s i g n i f i c a t i v a  
no n u l a , p u e d  f u e r a  de  c a d a  c a d a  d e l  p è l i e d r o  ha de h a b e r  a l g u n  
v é r t i c e .
. A h o r a  b i e n , c u BB do  h a y  e x p r e s i o n e s  s i g n i f i c a t i v a s  1^ 1 j n e g a t  i v a s  
y p o s i t i v a s ,  es p r e c i s o  e l e g i r ' u n o  de l o s  d o s  s e m i e s p a c i o s  q u e
d e t e r m i n e  e l  p i a n o  , p u d s  e n t o n c e s , ademâs de v e r t i c e s  f u e r a
d e l  p i a n o  H ^ ,  t a m b i e n  h a y  p u n t o s - i n t e r s e c c i o n  de  c a r a s  p r o l o n -  
g a d a s .  C o n s i d e r e m o s , p o r  e J e m p l o , u n a  p i r a m i d e  c o r t a d a  p o r  un 
p i a n o  p a r a l e l o  a l a  b a s e , e l  c u a l  d e t e r m i n e  u na  p i r a m i d e  m e n o r  
y u n  t r o n c o  de p i r a m i d e .
C u a n d o  h a y  e x p r e s i o n e s  i i g n i f i c a t i v a s  f i j  p o s i t i v a s  y n e g a t i v a s ,  
s e  p r e s e n t s  l a  p o s i b i l i d a d  d o b l e  de e l e c c i o n  de s e m i e s p a c i o , l o  
c u a l  s i g n i f i c a  q u e  un  p o l i e d r o  c o n v e x o  no e s t a  d e t e r m i n g d o , en 
g e n e r a l , p o r  l o s  p i a n o s  de  s u s  c a r a s , como hemos a d u c l d o  mas a r r i b a ,
f i ,  REPRESENTACION A N A L I T I C A  OE UN POLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACIO 
EUCLIDEO n-OI I t lENSI ONAL : CR I TE RI O  A N A L I T I C O  PE CONVEXIDAD OE 
UN POLIEDRO DEL ESPACIO n-DI ITIENSIONAL .
E l  p r o c e d i m i e n t o  a n a l  i t  i c o , de  r e p r e s e n t a c i o n  de un  p o l i e d r o  
c o n v e x o , se p u e d e  t r a n s l a d a r  a l  e s p a c i o  e u c l i d e o  n - d i m e n s i o n a l ,  
c o n  t a l  d e  q ue  h a g a m o s  u n a  e x p o s i c i o n  p u r a m e n t e  a l g e b r i c a .
A t a l  f i n ,  c o n s i d e r e m o s  ml- 1 h i p e r p l  a n o s , d o n d e  m ^  n , d e l  
e s p a c i o  e u c l i d e o  R*' d e f i n i d o s  p o r  s u s  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  ; y 
s i e n d o  c a d a  m de  d i c h o s  h i p e r p l a n o s , l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s
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p o r  r e s o l u c l 6 n  d e l  s i s t e m a  de s u s  e c u a c i o n e s , en  d o n d e  vamos a 
u t i l i z e r  l o s  d é t e r m i n a n t e s  d e  l a  F or ma  s i g u i e n t e
nul» 2
d e  o r d e n  m , y o r d e n  ( n f l ) ' ,  r e s p e c t i v a m e n t e  
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L a  s o l u c i o n  d e l  s i s t e m a
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i é s , c u e n d o  e x i s t e
=  0 
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C>i(  - B )  ,  D j (  - B  ) ,  Qg,(j -B )
’ ' V ’ V
  x »  =  - - A : ! - L . ,
0 ( ^ 2  » ^3  »
d o n d e  O ^ ( - B )  , D ^ f  - 8  ) , 0 ^  - B  ) , . . . ,  0 ^  ( - 0  )
d e s i g n a n , r e s p e c t  i v a m e n t e , l o s  d e t e r m i n a n / t e s  que  r e s u l t a n  do s u b s -  
t l t u i r , en  e l  d e t e r m i n a n / t e ^ d e ' l o s  c o e ^ l c i e n t e s  d e l  s i s t e m a  [ 1 j , l a  
l a  c o l u m n a  p o r  l a  c o l u m n s  de l o s  o p u e s t o s  de l o s  t e r m i n o s  i n d e -  
p e n d i e n t e s  d e l  s i s t e m a  n o m b r a d o ,  l a  2 a c o l u m n a ,  l a  3 a c o l i i i n n a , . . . ,  
l a  n a  c o l u m n a , p o r  d i c h a  c o l u m n a  - 8 .
A h o r a  s u b s t i t u i m o s  , 1  as c o o r d e n a d a s  de  e s t e  p u n t o , en e l  p o l i ­
n o m i o  de  l a  e c u a c i o n  c o r r e s p o n d i e n t e  a l  h i p e r p l a n o  H
1
* 1 1  ’‘ l  ^  * 1 2  " 2  * 1 3  " 3  • • •  • * l n  %  ^  \
= K  -  * 1 1  ^  * 1 2  ° l (  = ) -  * 1 3  " l (  "  ) "
4 - . . .  f  ( - 1 ) ^ ' ^ 0 ^ (  8 )J t 0 ( « 2 » ^ 3 ' - * » ' ' n 4 - l ^  =
= . n °  ^ ' ' l  '  ^^2 » * * » ^'n* ^'n4-l  )
D ( A 2 , A 3 ,  . . , A n ^ l )  “  ^ ' '2  '  ” 3 '  "  ' ' ' n4- l  ^
E l . s i g n o  d e  e s t e  n u m é r o , c u a n d o  no e s  n u l o , n o s  d e t e r m i n e  un 
s e m i e s p a c i o , m e d i a n t e  e l  h i p e r p l a n o  y e l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n
d e  l o s  h i p e r p l a n o s  ^ 2 ’ ^ 3 ' ' ’ * ' ^ n f 1 ’
A n a l o g a m e n t e , l a  p o s i c i o n  de l a s  i n t e r s e c c i o n e s  de  l o s  s i s t e m a s  
p o s i b l e s  d e  n h i p e r p l a n o s  d i s t i n t o s  e n t r e  s f  y d e l  h i p e r p l a n o  
e l e g i d o s  e n t r e  l o s  m4-l d a d o s  r e s p e c t o  a l  h i p e r p l a n o  , 
s e  r e c o n o c e  p o r  e l  s i g n o  de l a s  ^ ^ e x p r e s i o n e s
 a ;  # « ;  ) r ,
( - 1 , "  . - L - h — , [ i \
0 ( A  , A « . . , A  )
2 3 '  nl -1
e s t a s  p u e d e n  s e r  s i g n i f i c a t i v a s  o n o , y l o  s o n  c u a n d o  e l  d e t e r m i ­
n a n t s  d e l  d e n o m i n a d o r  no es n u l o ; 1 as e x p r e s i o n e s  s i g n i f i c a t i v a s  
p u e d e n  s e r  n u l  as o n o , p e r o  se  r é g u l e r a  u na  e x p r e s i o n  no n u l a ,  
a l  m e n o s , p a r a  q u o  c o n  e l  h i p e r p l a n o  y  u n  p u n t o  e x t e r i o r  a l
—14—
m i s m o , se p u e d a  d é f i n i r  un  s e m i e s p a c i o  d o n d e  h a y a  p u n t o s  ( v e r t i c e s ) ,  
uno  a l  m e n o s , d e l A f t  p o l i e d r o  c o n v e x o  d e f i n i d o  p o r r  l o s  h i p e r p l a n o s  
d a d o s  i n i c i a l m e n t e .
S i  en l a  s u c e s i o n  f i n i t a  j 2 ^  h u b i e r a  n u m é r o s  p à s i t i v o s  y n e g a ­
t i v e s ,  t e n e m o s  u n a  p o s i b i l i d a d  d o b l e , e n  c u a n t o  a l a  e l e c c i o n  d e l  
s e m i e s p a c i o  c o r r e s p o n d i e n t e , d e f i n i d o  p o r  e l  h i p e r p l a n o  y u n  
v é s t i c e  e x t e r i o r  y , p o r  t a b t o , d e l  p o l i e d r o  c o n v e x o . p o r  d é f i n i r .
Una v e z  h a y a mo s  v e r i f i c a d o  que a l g u n a  de l a s  e x p r e s i o n e s  ( 2 j  es 
s i g n i f i c a t i v e  y no n u l a j y , e f e c t u a d a  l a  e l e c c i o n  m e n c i o n a d a , e l  s e­
m i e s p a c i o  d e f i n i d o  p o r  e l  h i p e r p l a n o  y un  v é r t i c e  e x t e r i o r  
a l  m i s m o , t i e n e  p o r  i n e c u a c i o n  l i n e a l
0 ( A j^ ,A^  , . . , . , A ^  , A^ )
%------------------ ü — O t L -  4- a ^ j X j  4-. . . a ^ ^ x ^  4- b ^ ) > C
D ( A .  , A ,A )
2 3 " "  n4-l
p a r a  u na  s o l  a e l e c c i o n  de l o s  i n d i c e s  ^2  * ^ 3 ' *  * ' * ^ n f l  * p o s i b l e  e n t r e  
l a s  q u e  d e n  s i g n o  c o n s t a n t e  a l a s  e x p r e s i o n e s  s i g n i f i c a t i v a s  [^2 J .
De m a n e r a  c o m p l e t a m e n t e  a n â l o g a , p o d e m o s  d e t e r m i n a r  l a s  c o n d i c i o n e s  
p a r a  que^ c o n  r e s p e c t o  a l  h i p e r p l a n o  ( i  = 1 , 2 ,  . . .  , m, m4 - l )  , a l g u n
s i s t e m a  de  n h i p e r p l a n o s ,  e l g i d o s  e n t r e  l o s  » ^ 2 * * ’ * * ^m* ^m4-l '
d i s t i n t o s  d e l  H ^ , s e  c o r t e n  en e l  e x t e r i o r  de e s t e . P a r a  e l l o  h a n  
d e c o n s i d e r a r s e  l a s  |  ^ e x p r e s i o n e s
0 ( A ' , A '   A '  )
(-1)"  -------------    , I 3]
0 ( A  ,A , . . , A  )
•i n f l
p a r a  c a d a  i  , s i  son  s i g n i f i c a t i v a s  o n o ,  s i  h a y  a&guna no n u l a ,  
y e n t r e  l a s  no n u l a s  s u b c l a s i f i c a r l a s  p o r  e l  s i g n e  ; e l i g i e n d o  
d e s p u e s ,  e n t  r e  d o s  Apt iAi i t tsW;  p o s i b i l i d a d e s  de s i g n o p n a  e x p r e s i o n  ' 3 j  
no n u l a .  E l l o  n o s  l l e v a , v e r i f i c a d a s  p r i m o r o  l a s  c o n d i c i o n e s  de 
e x i s t e n è ê a ,  a l a  f J e t e r m i n a c i o n  ( e n t r e  d o s  p o s i b l e s  e l e c c i o n e s )  d e l  
s e m i e s p a c i o  de  i n e c u a c i o n  l i e e a l  
0 ( A ' , A '   A '  , A '  )
( . 1 , "   ?  ( = = 1 2 " ?  ^  ^  = l n " n  ^  " l »  >
0 ( A  , A , . . . , A ,  \
2 3 n i - l ^
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Oe l o  d i c h o , se i n P i e r e  q u e  ham d e  v e r i F i c a r s e  ) c o n ­
d i c i o n e s  a n g l i L i c a s , a  l o  m a s , p a r a  a s e g u r a r  q u e  l o s  m 4- 1 h i p e r ­
p l a n o s  d a d o s  d e f i n a n  un p o l i e d r o  c o n v e x o ,
Una v e z  v e r i F i c a d a  l a  c o n d i c i é n  de  c o n v e x i d a d  d e  u n  p o l i e d r o ,  
caben^ d o s  e l e c c i o n e s  p o s i b l e s  d e f t e r m i n a c i o n  d e  s e m i e s p a c i o , a  l o  
m a s , p o r  c a d a  s e m i p i a n o .
Cm s i t u a c i o n e s  e x t r e m a s , a u n  c u m p l i d a s  l a s  c o n d i c i o n e s  de c o n v e — 
x i d a d , p u e d e  o c u r r i r  q u e  l a  i n t e r s e c c i o n  de  l o s  m4-l s e m i e s p a c i o s  
s e l e c c i o n a d o s  c o r r e c t a m e n t e , s e a v a c i a . C m  t a l e s  c i r c u n s t a n c i a s ,  y  
p a r a  e v i t a r  e x e e p c i o n e s  f n c o m o d a s  de l e n g u a j e , m e r a m e n t e , d l r e m o s  
q u e  se t r a t a  d e l  P o l i e d r o  c o n v e x o  v a c i o .
L a  r e p r e s e n t a c i o n  a n a l f t i c a  d e l  p o l i e d r o  c o n v e x o  ( s a b i d o  ya 
que  l o  es))  v i e n e  d a d a , p u e s , p o r  e l  s i s t e m a  d e  m 4- 1 I , . e c u a c i o n e s  
l i n e a l e s
( _ 1 >  — ^ --------------------------------------------------------------------  *■ " i / m ,  ’ ■'’ l *
> "i
D (  a  , A .  , . . .  ,  A , ,  A J)
^ 2  3  n n4-l
i  ® 1 , 2 , . # . , m , m ^ 1
d o n d e  e l  F a c t o r  c o n s t a n t e , p a r a  c a d a  i n e c u a c i o n , d e l  p r i m e r  m i e m b r o ,  
e s , n a t u r a m e n t e , n o  n u l o *
Cuando s e q u i e r a  i n c l u i r  e l  c o n t o r n o  o f r o n t e r a  d e l  p o l i e d r o  
c o n v e x o , e m  l a  r e p r e s e n t a c i d n  a n a l f t i c a , d e b e m o s  i m p o n e r  e l  d o b l e  
s i g n o  ^  en t o d a s  l a s  i n e c u a c i o n e s .
C A P I T U L O  P R I  m E R 0
-I
[ S T UDI O DE LOS PDEOROS CONVEXOS EN LOS ESPACI 05  DE HI LBE RT
(SEPARABLES Y NO SEPARABLES)  Y EN LOS ESPACIOS L I NEA LE S
REALES GENERALES I  NFI  NI  TO-DI f t lENSI  ONALES
CRITERIOS DE CONVEXIDAD DE LOS POLIEDROS DE ESTOS ESPACIOS
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7 ,  OETERIWINACIOW DE UN PUNTO EN EL ESPACIO DE HI LBERT SEPARABLE 
poR INTERSECCION OE UNA SUCESDON DE HIPERPLANOS OE VECTORES 
DI RECCI ONALES, PENSA EN EL E S PA CI O.
P a r a  p o d e r  d e t e r m i n a r  u n  p u n t o , e n  e l  e s p a c i o  e u c l f d e o  de 
f i n î t e s  d i f f l s n s i o n e s , p o r  i n t e r s e c c i o n  de h i p e r p l a n o s , s e  r e q u i è ­
r e  un  n u m é r o  de  e l l o s  i g u a l  a l a  d i m e n s i o n  d e l  e s p a c i o .
En e l  e s p p c i o  de  H Ê b e r E * s e p a r a b l e , H , p a r a  h a c e r  u n a  d e t e r m i n a -  
c i â n  s i m i l a r  d e  un  p u n t o  p o r  i n t e r s e c c i é n  de h i p e r p l a n o s , s e  
n e c e s i t a , a t e n i é n d o s e  a l a  n a t u r a l e z a  e s p e c i a l  de d i c h o  e s p a c i o ,  
u n a  d i s t r i b u c i ô n  a p r o p i a d a /  de l o s  h i p e r p l a n o s . .  Mas p r e c i s a -  
m e n t e  : P a r a  d e t e r m i n a r , d e  h e c h o , u n  p u n t o  p o r  i n t e r s e c c i o n  de  
h i p e r p l a n o s  en e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  s e p a r a b l e , H , s e  r e q u i e r s  
u n a  s u c e s i o n  d e  h i p e r p l a n o s  | , t a i e s  que  en s u s  e c u a c i o n e s  
r e s p e c t i v a s , e s c r i t a s  en f o r m a  de p r o d u c t o  e s c a l a r
( y ^ * y )  ~  ~  2^ * ~  ^ 3  » * * * »  ( y ^ » y ) ~ * * * "  ]
l a  s u c e s i o n  de  v e c t o r e s  d i r e c c i o n a l e s  | \ c o n s t i t u y a  un
c o n J u n t o  d e n s o  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  s e p a r a b l e  H , m i e n t r a s
q u e  l a  s u e e s i é n  n u m é r i c a  i f  v s e a  un  e l e m e n t o  d e l  e s p a c i o  de
^
H i l b e r t .  '/ ; es  d e c i r , q u e  l a  s u c e s i o n  dé  l u g a r  a u n a  s e r i e  de
c u a d r a d o s  c o n v e r g e n t e .
r e a l e s
Como e s  s a b i d o , t o d o s  l o s  e s p a c i o s  de H i l b e r t  s e p a r a b l e s  s o n
j  '•
i s o m o r f o s  e i s o m é t r i c o s  a l  e s p a c i o  de H i l b e r t  c o n c r e t o  de
l a s  s u c e s i o n e s  n u m é r i c a s  r e a l e s , c ^ y a s  s e r i e s  de c u a d r a d o s  s o n
c o n v e r g e n t e s .
V o l v i e n d o  a l a  i n t e r s e c c i o n  de l o s  h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  de
H i l b e r t , s i  en p a r t i c u l a r  l a  s u e e s i é n  d e  v e c t o r e s  d i r e c c i o n a l e s
)
\ c o n s t i t u y e  u n a  b a s e  o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  
s e p a r a b l e , H , y  m a n t e n i e n d o  l a  c o n d i c i o n  i m p u e s t a  a l a  s u c e s i o n  
n u m é r i c a  5 de s e r  u n  e l e m e n t o  d e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  ,
en  e s t e  c a s o  p a r t i c u l a r , l a  s u c e s i o n  de  h i p e r p l a n o s
( y ^ . y )  = » t y 2 » y )  = i g  » ( y 3 » y )  = ^ 3  » • • • »  ( y n » y )
d e f i n e  un s o l o  AAtA v e c t o r  y , en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H ,
Guyo d e s a r r o l l o  de  F o u r i e r , en l a  b a s e  o r t o n o r m a l  y ^  \ , v i e n s
d a d o  p o r  l a  s e r i e
y Y n  ' n  ,
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p u e s t o  q u a  l a  s u c e s i o n  \ % es de c u a d r a d o  s u m a b l e , a s  d e c i r
;
n =  1
l o  c u a l  e s t a  J u s t i f i c a d o  e m  v i r t u d  de un  t e o r e m a  de  R i e s z - F i s c h e r  
( F u n c t i o n a l  A n a l y s i s  i n  Norraed S p a c e s . K a n t o r o v i c h . C a p . I I , H i l b e r t  
S p a c e . )
En l a  s i t u a c i é n  mas g e n e r a l , d o n d e  l a  s u c e s i o n  de v e c t o r e s  d i r e c -
f  »
c i o n a l e s  [ y ^ \  #de l a  s u c e s i o n  d a d a  de h i p e r p l a n o s , n o  c o n s t i t u y e  
mas q u e  un  e o n j u n t o  d e n s o  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  s e p a r a b l e  H, 
p od emo s l i m i t a r n o s , s i n  p e r d i d a  de  g e n r a l i d a d , p o r  e l l o , a  u n a  
s u c e s i o n  de v e c t o r e s  i y ^  j  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s , p o r q u e  
s i  no l o  f u e r a n , p o d r i a m o s  e x t r a e r  d e  d i c h a  s u e e s i é n  u n a  s u c e s i o n  
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e  y  q u e  m a n t i e n e  e l  c a r a c t e r  d e n s o , r e s p e c t o  
a t o d o  a l  e s p a c i o  H.
L a  s & ^ u i e n t e  e t a p a  v a  a s e r  r e d u c i r  e l  c a s o  g e n e r a l  p l a n t e a d o  
a l  p a r t i c u l a r , y a  r e s u e l t o . D e  modo q u e  R i  s i s t e m a  n u m e r a b l e  ^  y ^ j  
y d e n s o  de v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s , vamos a a p l i c a r l e  
e l  p r o c e s o  de  O r t o n o r m a l i z a c i é n , p a r a  o b t e n e r  u n a  b a s e  o r t o n o r m a l  
j  X 1 d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  H .  Co n l o  c u a l  l a s  e c u a c i o n e s  da
, illl a  s u e e s i é n  de  h i p e r p l a n o s  s o n  a h o r a , l a s  s i g u i e n t e s
( x )  » ^ ^ l  ^ ^ 2  ^ 2 *  ^ ) -  ^ 2  * (  ^ 2  ’*2 ^  ^ 3  * 3 »^)
-  » • • • »  4- A  g Xg 4- . . .  4- A  ^  x ^  ,  X )i =  ]
d o n d e  l o s  s o n  l a s  c o m p o n e n t e s  d e l  v e c t o r  y ^  en l a  b a s e
o r t o n o r m a l  j x ^ ^ , p o r  e l & o , s e  t i e n e
~  ( y ^ » x | j )  ^  =  1 , 2 , . . . , n .  n — 1 , 2 , 3 , . . .
A d e m â s , como m u e s t r a n  e s t a s  r e l a c i o n e s ^ e l  v e c t o r  y ^  e s t a  c o n t e -  
n i d o  en e l  s u b e s p a c i o  f i n i t o - d i m e n s i o n a l  L (x^^ ,Xg ,  . . .  * x ^ )  g e n e -  
r a d o  p o r  l o s  n p r i m e r o s  v e c t o r e s  de l a  b a s e  o r t o n o r m a l  ^ x ^ ]  .
L a  e x p r e s i é n  e x p l i c i t a  d e  l a  b a s e  o r t o n o r m a l  [ x ^ \ ,  , o b t e n i / d a  
p o r  o r t o n o r m a l i z a c i é n  de l a  s u e e s i é n  I y ^  ^ de v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  
i n d e p e n d l e n t e s , e s t a  d a d a  p o r  l a s  e c a c i o n e s  c o n o c i d a s
( / l . V l ) ( y j . y j )  . . .  ( y i - y „ . i ) " i
( y j t y j ) ( y j . y j )  . . .  ( y 2 . y „ _ i > ’'2
X =
n ( y 3 , y i > ( y j . y j )  . . .  ( y ^ . y ^ ^ i ) h
( y „ , y i ) ( ' ' n - > ' 2 '  • • •  < r n * V i ' y .
'  ' I f - n  ^ n - 1 f n — 1,2,
d o n d e  l o s  A  ^  s o n  l o s  d é t e r m i n a n t e s  de G r a m , n o  n u l o s  p a r a  I d s  
s i s t e m a s  l i n e a l m e n t e  I n d e p e n d l e n t e s  de  v e c t o r e s , a s f  p u e s
( y ^ . y ^ )  ( y ^ ^ y j )  • • •  ( v ^ , y ^ )
A f  A g = l  , n = l , 2 , . . .
( y p . y i )  • • •
Como l o s  n u m é r o s  \  "  ,  k = 1 , 2 , . . , n  ;  n =  1 , 2 , 3 , . . ,
s o n  e s e n c i a l e s  en l a  d e t e r m i n a c i o n  d e l  p u n t o  d e l  e s p a c i o  de  H l l b e d t , 
p o r  I n t e r s e c c i o n  de  u n a  s u c e s i o n  de  h i p e r p l a n o s , en l a s  c o n d l c i o -  
d a s , d e  d i c h o  e s p a c i o , v a m o s  a d e t e r m i n a r  e x p l i c i t a m e n t e  l o s  v a l o -  
r e s  d e  e s t o s  n u m é r o s .
L o s  n u m é r o s  \ de  h a n d e f i n i d o  a n t e s  como l a s  c o m p o n e n t e s  de l o s
v e c t o r e s  < y \  an l a  b a s e  I x \  o b t e n i d a  p o r  o r t o n o r m a l i z a c i o n  de
V, n  ^  ^ n '
l a  s u c e s i o n  de  v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s  {  t y d e n s e  
en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t .
P o r  e l l o , l a s  e x p r e s i o n e s  de  l o s  v e c t o r e s  y  s o n  
y ,  = \ } x
1 1
2
1 *1  '  " 2  "2
A? X,  4- X ?  X
>3 l - X ;  «3
^ n  * ^ ^ 1  ^ 1  ^  2 * 2  ^ ' ^ 3  * 3  ^ * * *  * n  * ~ 1 , 2 , 3 , . . .
A s i , p u e s  se o b t i e n e
Xj = (k^.vj) -  ( . / i  ) = '((yi-vj)
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\  2
(Xy , y « )   ---------------  ,  A o  = "
» ( y , . , , )
'  ("k 'y jr
( Y k - y i )
( y i - y j )  
(yg^y^)
• y'o =
( y j ^ » y ^ )  ( y j ^ . y g )
( y g t y ^ )  ( y g » y 2 )
Oe modo g e n e r a l , se  t l e n e
j ( y i . Y i t  ( y ^ f Y g )  • •
( Y g ^ y ^ )  ( Y g t Y g )  . .
(Yj . Y j^) ( y ^ . Y g )  . .
• ( y i - y k - i '  y i
• <>'2’ V l '  >'2
(y^ .yi) (Yj^ .Yg) .•• <>'i’yk-i>
(♦gfYl) (YgfYg) .•• <''2>yk-i> (y2'fn'
(y3,yi) (y3.y2> .•• (y3'\-i' (f3'yn)
(yk-yy) • (fk'yn'
y \
% k "  # epH
Una v e z  q u e  hemos d e t e r m i n a d o  l o s  n u m é r o s  X | ^  , l a s  e c u a c l o n e s  j 2 J  
de l a  s u c e s l é n  de h i p e r p l a n o s  d a d o s  t i e n s , c o n  ^ e s p e c t o  a l a  b a s e  
o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H , l a /  A f i6 a f i i t i s a s & 6
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XJ ( x ^ t x )
X j  ( X j ^ , x)  4- A g  ( X g , x )
X J  ( X ^ , x )  4- , \ ^  ( X g , x )  4 - ( x ^ , x )
...................................................9 . . .
X ”  ( X j ^ , x)  4- X j  ( X j . x )  4 - X ^  ( X j , x )  4" . . .  4 - \ "  ( x ^ , x )
n "  I y 2 g 3 y # # *  p
= Y ,
=  ^ 2  
-  Y ,
= C
[^ 1
s i s t e m a  da . n e c u a c l o n e s  l i n e a l e s  en l a s  n i n c o g n i t a s  ( x ^ , x ) 
( x , » x )  , / x , x ) , . . . . ,  (x , x )  c u y a s  s o l u c i o n e s  s o n





2 = ( X j f X )
-
!\ Û s',XX 'Y>:
V ,
-  )V) x )   ^ yt -   ^ ■
Con e l  p r o c e d i m i e n t o  e x p u e s t o , h e m o s  d e t e r m i n a d o  u n a  s u c e s i o n  
n u m e r i c a  i n f i n i t a  ( x ^ , x )  l o  c u a l  no q u i e r e  d e c i r  q u e  h a #  amos 
d e t e r m i n a d o  un  p u n t o  d e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H , y a  p a r a  e l l o  se 
r e q u l e r e  q ue  se c u m p l a n  c o n d i c i o n e s  a d i c i o n a l e s . I D a s  c o n c r e t a m e n t e ,  
l a  c o n d i c i o n  p r é c i s a , p a r a  q u e  l a  s u c e s i é n  d e  h i p e r p l a n o s  d a d o s ,
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d e f i n a  un s o l o  p u n t o  d e l  e s p a c i o  de H i b e r t  H , p o r  i n t e s e c c i 6 n  
de d l c h o s  h i p e r p l a n o s , l a  s u c e s i o n  i n f i n i t a  ( x ^ ÿ  x )  ha / / /  d a  
t e n e r  l a  s e r i e  de c u a d r a d o s  c o n v e r g e n t * .  De modo q e u  s e ha d a  
v e r i f i c a r
( x ^ , x ) ^  4- ( X g , x ) ^  4- ( x ^ , x ) ^  4- . . .  4- ( x^ ,x)^4 -  . . . ^  f  c<J .
Oe modo mas e x p l f c i t o , p o d e m o s  e x p r e s a r  l a  c o n d i c i o n  de p u n t o  u n i c o  
de i n t e r s e c c i o n , de  l o s  s e m i p i a n o s  d a d o s , d e l a  m a n e r a  s i g u i e n t a
X 'XX
V'-
0 0 Y ,
> Î v /
\ 0 Xr
Y
—  -  — — —  — — '  —
\ V l V
-
O b s e r v e m o s , a n t e s  de  c o n t i n u e r , que  no se  p r e s e n t a n  e x c e p c i o n e s  
en c u a n t o  a l a  e x i s t e n c i a  de l o s  t e r m i n o s  de  e s t a  s e r i e , p u e s  
l o s  f a c t o r e s  p r é s e n t e s  en l o s  d e n o m i n a d o r e s  Jamas se a n u l a n . E n  
e f e c t o , c o m o  l o s  v a l o r e s  de l o s  X  se p u e d e n  h a l l a r  de l a s  
e x p r e s i o n e s  g é n é r a l e s , y a  c a l c u l a d a s , d e  l o s X j ^  , c u a a d o  k = n ,
en e s t e  c a d o  p a r t i c u l a r , se t i e n e  f i n a l m e n t e
X "
s i e n d o  t o d o s  l o s  A ^  no n u l o s , p o r q u e  s o n  l o s  d é t e r m i n a n t e s  de
Gram r e f e r i d o s  a l i s t e m a s  de v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s .  
Una v e z  que sa ha  v e r i f i c a d o  l a  c o n d i c i o n [ / } i e  l a  d e t e r m i n a c i o n
d e l  p u n t o  de  i n t e r s e c c i o n  de  l a  s u c e s i o n  de h i p e r p l a n o s  d a d o s , l a s
c o m p o n e n t e s  de  d i c h o  p u n t o , s a b r e  l a  b a s e  o r t o n o r m a l  | x ^ ^  , s o n
l o s  n u m é r o s  c a l c u l  a d o s  ( x  , x ) , e n  l a  r e s o l u c i o n  d e l  s i s t e m a  de
-22-
s c u a c l o n e s  l i n e a l e s  ( ^ s j .  T  p o r  t a n t o ,  e l  d e s a r r o l k o  en s e r i e  de 
F o u r j ^ i e r  d e l  p u n t o  x de i n t e r s e c c i o n  de l a  s u c e s i o n  de h i p e r p l a ­
n o s  d a d o s , en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  H f :  p e r t e n e c i e n t e  a e s t e  m i s -  
mo e s p a c i o ( y  no u n  e l e m e n t o  a j e n o  a l  m i s m o , c o m o  p o d f a  s e r  u na  
mar a  s u c e s i o n  n u m e r i c a , s i  no se c u m p l e  l a  c o n d i c i o n  [ 4 ]  de e x i s t e n c i a )  









\ "  Y  X
E l  a n a l i s i s  de l a  c o n d i c i o n  4 ^  d e l  p u n t o  u n i c o  de i n t e r s e c c i o n  
da  l a  s u c e s i o n  de  h i p e r p l a n o s , en l a s  c o n d i c i o n e s  i m p u e s t a s , se 
pu ede  d e s a r r o l l a r  aun mas.
En p r i m e r  l u g a r , c o n s i d a r e m o s  d o s  p a r t i c u l a r i d a d e s .  Cuando l a  b a s e  
( y^  j  s e a  y a  o r t o n o r m a l , e n t o n c e s  no sa n e c e s i t a  e l  p r o c e s o  de 
O r t o n o r m a l i z a c i o n  p a r a  l l e g a r  a l a  b a s e  ) *  p u e s - t o  qua  y ^  = x ^  ,
n  ® e e .  y , P o r t a n t o , t a m b i e n  s e v e r i f i c a
■ 1  ;
X  =  0  ,  k  ^  n ;  n  =  ] , 2 ,
d e  a q u f  q u a
1 0  o X
Ü I  0 • Y ,
X  )
L '  I -  Y ,




como e r i |  n a t u r a l  e s p e r a r  y s l r v e  de c o m p r o b a c i O n  d e  l e s  e x p r e ­
s i o n e s  o b t e n i d a s , p a r a  l a  s u c e s i o n  ( x ^ , x )  , an f u n c i o n  de  l a  s u -  
c e s i O n  y ^ ^  d e n s a  y l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e ,  d a d a  i n i c i a l m e n t e .
O t r a  de  l a s  c o n d i c i o n e s  s u p u e s t a  e r a , r e c o r d e m o s l a , q u a  l a  s u c e s i O n  
n m m e r i c a  t e n f a  s u  s e r i e  de c u a d r a d o s  c o n v e r g e n t e  :
OO
A z l  :
p e r o  p u e d e  s e r , en  p a r t i c u l a r , e s t a  s u c e s i O n  l a  s u c e s i o n  de  c e r o s  | o (  
l a  c u a l  e v i d e n t e m e n t e  t i e n e  s e r i e  d e  c u a d r a d o s  s u m a b l e , p u e s  es  
e l  p u n t o  o r i g e n  d e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  Y en d i c h o  c a a o  p a r ­
t i c u l a r  s e v e r i f i e s
X :
\ r i  \ n  \ n * # #
' ‘2 -*3
=  0 ,  n = 1 , 2 , 3 , .
x !  \ :1 2  3
c o n  l o  c u a l  e l  e l e m e n t o  x
X'
v i e n e  d a d o  p o r  s u  d e s a r r o l l o  an s e r i e  
d e  F o u r i e r , en e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  H
r>0 t>0
K =  y  ( « „ . « )  -  Z  0  •
q u e  e s e l  p u n t o  o r i g e n  d e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  H .
F i n a l m e n t e ,  a d v e r t i m o s  q ua  l a  c o n d i é i i o n  de e x i s t e n c i a  de  p u n t o  
u n i c o  de  i n t e r s e c c i o n  , d e  l a  s u c e s i o n  de h i p l e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  
de  H i l b e r t  H ,  an l o  q u a  a l a  s e c e s i o n  n u m e r i c a  se r e f i e r e ,
c o n s t i t u y e  u n a  e f e c t i v a  g e n e r a l i z a c i o n  l a  r e l a c i o n  1 4 j  , como ya 
hemos j u s t i f i e a d o , de  l a  c o n d i c i o n  d e  q ue  l a  s e r i e  d e  c u a d r a d o s  de 
^ s s ®  s u m a b l e .
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a .  OETERmiNACION DE UN PQLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACIO PE HILBERT 
SEPARABLE t  CRI TERI O PE CONVEXIDAD DE UN PGLIEDRO D E /  ESTE 
ESPACIO f  E INECUACI0NE5 DEL PQDIEDRG.
Vamos a p r o c é d e r  a h o r a  a l a  r e p r e s e n t a c l o n  de un  p o l l e d r o  d e l  
e s p a c i o  de  H i l l e r t  s e p a r a b l e  H .  P a r a  e l l o  c o n s i d e r e m o s  un c on  j u n t o  
i n f i n i t o  ^ ^  ^ h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  en c u e s t l o n .
S i e n d o  e l  c a r d i n a l  d e l  c o n j u n t o  I  t a l  q u e
I I  I Z  .
Y s u po n g a m o s  q u e  l a s  e c u a c l o n e s  r e s p e c t i v e s  d e l  c o n j u n t o  de h i p e r ­
p l a n o s  d a d o s  &&&%#* AéAèè A A t A s e e n
( y ^ » x )  =  ,  i  S  I  ;
S e c c i o n a m o s  d e l  c o n j u n t o  I n f i n i t o  de h i p e r p l a n o s  l a s  s u c e s i o n e s  
i n f i n i t e s  de l o s  m is mo s  I H^>; , c u y a s  e c u a c l o n e s
( y ^ f * )  — ^  — 1 , 2 , 3 ,
s e e n  t a l e s  q u e  l a  s u c e s i o n  de  v e c t o r e s  d i r e c c i o n a l e s  j y ^  s ea  
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  y  d e n s a  en e l  e s p a c i o . Ademas l a  s u c e s i o n  
n a m l r i c a  Y p  ^ h a  de c u m p l i r  l a  c o n d i c i o n  ( i  4  ^ do  l a  s e c c i o n  a n t e r i o r )  
p a r a  q ue  l a  s u c e s i o n  de h i p e r p l a n o s  d e t e r m i n e  un p u n t o  u n i c o  de 
i n t e r s e c c i o n .
E l  c on  j u n t o  de  h i p e r p l a n o s  , i  G I  , d e s d e  l u e g o ,  se l e  s u p o n e
c a p a z  de t a l e s  s e l e c c i o n e s .
Con l a s  h i p o t e s i s  a d m i t i d a s  ; a i s i a m o s  un h i p e r p l a n o  ^  ^ d e l  c o n — 
j u n t o  d ad o de l o s  h i p e r p l a n o s  H^^j , i  I  ;  e s  d e c i r  t omamos 
un i n d i c e  f i j o  k  €  I  p a r a  e l  c o r r e s p o n d l e n t e  h i p e r p l a n o .  Y a 
c o n t i n u a c i o n  e l e g i m o s  s u c e s i o n e s  de h i p e r p l a n o s  ^ H^l^ d e l  c o n -  
j u n t o  I H ( , i  4 I  , i  /  k  ;  c o n  l a s  c o n d i c i o n e s  I m p u e s t a s .  D a t e r -  
min amo s e l  p u n t o  de  i n t e r s e c c i O n  de l a  s u c e s i o n  de h i p e r p l a n o s  
< H ^ ( , s e g u n  s a b e m o s ;  y  a h o r a  e x a mi n a mo s  l a  p o s i o n  r e l n t i v a  d e l  
p u n t o  X c o n  r e s p e c t o  a l  h i p e r p l a n o  H^ , l o  c u a l  s e  l o g r a  m e d i a n t s  
e l  s i g n o  d e l  f u n c i o n a l  l i a e a l  ( y ^ , y ) s n  e l  p u n t o  x .
E l  n umé ro  ( y ^ , x ) *^ p ùe de  s e r  n u l o , p o s i t i v e  o g e g a t i v o «En l o s  d o s  
u l t i m o s  c a s o s  e l  p u n t o  AA x es e x t e r i o r  a l  h i p e r p l a n o  H. , en e l  
p r i m e r o  e l  p u n t o  y a c e  en e l  p i a n o
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Oe l a s  u l t i m a s  c o n s i d e r a c i o n s s  h e / c h a s  podemos d e d u c i r  e l  
c r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  de  un p o l i e d r o , en e l  e s p a c i o  da  H i l e r t ,  
d e l  s i g u i e n t e  modo :
F i j a d o  un> h i p e r p l a n o  d e l  c o n j u n t o  de h i p e r p l a n o s  d a d o s ,
d e t e r m i n e m o s  e l  p u n t o  de  i n t e s s e c c i o n  x de  c a d a  u n a  de l a s  
s u c e s i o n e s  a d m i s i b l e s  d e l  c o n j u n t o  j  j  ,  i  c  I  , i  /  K .
A s f  s e  c o n s t r u i r e  u n  c o n j u n t o  de p u n t o s  d e l  e s p a c i o .  L a  p o -
s i c i o n  r e l a t i v a , c o n  r e s p e c t o  a l  h i p e r p l a n o  , s e  a v e r i g u a  p o r
e l  s i g n o  de ( y ^ , x )  -  , d e  c a d a  p u n t o  x d e l  c o n j u n t o  ^ x Z
P o r  t a n t o , p a r a  q u e  se p u e d e  d é f i n i r  un  ( l o l i e d r o  c o n v e x o , m e d i a n t s  
e l  c o n j u n t o  i n i c i a l  de  h i p e r p l a n o s , se r e q u i e r s  q u e  u n o , a l  menos 
de l o s  n é m e r o s  r e a l e s
» X ^
no s e a  n u l o .  E n t r e  e s t o s  n u m é r o s  no n u l o s , p u e d e  h a b e r l o s  da  d i s -  
t i n t o  s i g n o . L o  c u a l  n o s  p e r m i t s  una  d o b l e  s l e c c i é n  de s e m i e s p a c i o ,  
d e t e r m i n a d o  p o r  a l  h i p e r p l a n o  y u no  de l o s  p u n t o s  x^^ t a l e s
q ue
Un a v e z  q u e  se  v e r i f i q u e  e s t a  c o n d i c i o n , a s f i g n a m o s  a l  h i p e r p l a n o
u no  d e  t a l e s  p u n t o s  x ^  ; a s f  podemos d e t e r m i n a r  e l  s e m i e s p a c i o  
d e  b o r d e  y q u e  c o n t i e n s  e l  p u n t o  e x t e r i o r  x ^  a e s t e
h i p e r p l a n o , p o r  l a  i n e c u a c i â n
S i  a h o r a , p a r a  c a d a  h i p e r p l a n o  (k  % I )  p o d em o s  e n c o n t r a r
un  p u n t o  X. q u e  s e a  e x t e r i o r  a d i c h o  h i p e r p l a n o  e i n t e r s e c c i o n  
 ^ a i J » b i e  I ,
d e u n a  s u c e s i o n  de h i p e r p l a n o s  H \ , d i s t i n 0 o s  d e l  H. , y<cOel
I l  "
c o n j u n t o  ) \ ( i  k  I )  ; l o  c u a l  se r e c o n o d e  p o r  l a s  c o n d i c i o n e s
( \ ' ' k )  - Y k # ;  \  -  n  " n  : h n i  c :
c 6 i0 0
q u e  s o n  l a s  d e  c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e d r o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j u n t o  
de h i p e r p l a n o s  j ( i  c  I ) .
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Cuando se h a y a  v e r i f i c a d o  q u a  se p u e de  d é f i n i r  un  p o l i e d r o  
c o n v e x o , p o r  e l  c o n j u n t o  de  h i p e r p l a n o s  d a d o s  , i c i  , p o r
a p l i c a c i o n  d e l  c r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  e s t a b l e c i d o , se  A B & i i l A  o b ­
t i e n e  una r e p r e s e n t a c i o n  d e l  m is mo  m e d i a n t s  un s i s t e m a  de i n e -  
c u a c i o n e s .
P a r a  que s e a  p o s i b l e  u n a  t a l  r e p r e s e n t a c i o n  se r e q u i e r s , como
no
hemos v i s t o ,  q u e  l o s  f u n c i o n a l e s ,  l i n e a l e s ,  s a l v o  = 0 ^
-  Y k
no se a n u l s n  p a r a  u n  p u n t o  x , a l  m e n o s ,  de  l a  I n t e r s e c c i o n  de
iu n a  s u c e s i o n  a d m i s i b l e  de  h i p e r p l a n o s  d l s t i n t o s  d e l  h i p e r ­
p l a n o  y  e l e g i d o s  d e l  c o n j u n t o  i n i c i a l  de h i p e r p l a n o s  { ' \ , i c i ,
D l c h o s  f u n c i o n a l e s  l i n e a l e s  p u e d e n , t a m b i e n  a v e c e s , a s u m i r  v a l o r e s  
r e a l e s  p o s i t i v e s  y n e g a t i v e s ,  en l o s  p u n t o s  s e P l a l a d o s  x ^  . En 
e s t e  c a s o , s e p u e d e  e l e g i r  u no  u o t r o  de l o s  d o s  s e m i e s p a c i o s  q u e  
d e f i n e  e l  h i p e r p l a n o  p a r a  d e t e r m i n a r  e l  p o l i e d r o  c o n v e x o .  P o r
e s o , e l  p o l l e d  r o  c o n v e x o  no e s t a  d e f i n i d o , en g e n e r a l , p o r  l o s  h i p e r ­
p l a n o s  ( k  kr  I )  , s l n o  q u e  p a r a  c a d a  uno  de d i c h o ï h i p e r p l a n o s
h a y  una p o s i b i l i d a d  AAA d o b l e  (a  v e c e s ) , de e l e c c l 6 n  de  s e m i e s p a c i o  
p o r  e l  y  u n o  de l o s  p u n t o s  x ^  d e f i n i d o .
De l o  e x p u e s t o  se  i n f i e r e  q u e  , v e r i f l e a d #  e l  c r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  
d e l  p o l i e d r o  p o r  d é f i n i r , s i  a c a d a  h i p e r p l a n o  ( k  c  I )  da
e c u a c i o n
- Y k  = "
I s  a s i g n a m o s  u no  d e  l o s  p u n t o s  x ^  , i n t e r s e c c i o n  de  u n a  s u c e s i o n  
a d m i s i b l e  de  h i p e r p l a n o s  d e l  c o n j u n t o  t o t a l  de  h i p e r p l a n o s  d a d o s  y 
d l s t i n t o s  d e l  ;  y  t a l  que  v e r i f i q u e
'  -  Y 'k  *  “  •
s e  p uede r e p r é s e n t e r  e l  p o l i e d r o  c o n v e x o , y a  d e t e r m i n a d o , m e d i a n t s  
l a s  e l e d o n e s  h e c h a s ,  p o r  e l  s i g u i e e t e  s i s t e m a  de  i n e c u a c i o n e s
- f k ]  y k ' " )  - Y k j  >  « . “ 6 1 ,
E l  c o n j u n t o  de p u n t o s  [ y  r q u e  v e r i f i e s  e s t e  s i s t e m a  de i n e c u a c i o n e s ,  
e s t r i c t a m e n t e  h a b l a n d o , r e p r é s e n t a  l o s  p u n t o s  I n t e r l o r e s  d e l  p o l i e d r o  
c o n v e x o j p e r o  s i  d e s e a m o s  i n c l u i r  en l a  r e p r e s e n t a c i o n  l o s  p u n t o s
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da  s u  c o m t o r n o , e s d e c i r , l o s  p u n t o s  de l a s  c a r a s  d e l  p 6 1 i e d r o , e n t o n c e  
l a  r e p r e s e n t a c i o n  d e l  p o l i e d r o , c o n t o r n o  i n c l u i d o , v i e n e  d a d a  p o r  
e l  s i s t e m a  d e  i n e c u a c i o n e s  s i g u i e n t a s
9 .  LOS ORTOEOROS EN EL ESPACIO PE H I L B E R T  GENERAL i  DETERMINACION 
Y REPRESENTACION.
Vamos a d é f i n i r  y  r e p r e s e n t a r  m e d i a n t e  i n e c u a c i o n e s  f u n c i o n a l e s  
l a s  f i g u r a s , q u a  como v e r e m o s , s e  p o d r l a n  d e n o m i n a r  " o r t o e d r o s "  d e l  
e s p a c i o  de  H i l b e r t .
P a r a  e l l o , l a s  b a s e s  o r t o n o r m a l e s  u t i l i z a d a s  an e s t a  d i s c u s i O n  
s o n  s i s t e m a s  m a x i m a l e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s  de  v e c t o r e s  
o r t o n o r m a l e s •
L a  e x i s t e n c i a  de b a s e  o r t o n o r m a l , an un  e s p a c i o  de  H i l b e r t  i n f i n i t o -  
- d i m e n s i o n a l  c u a l q u i e r a , s e  d e m u e s t r a  p o r  a p l i c a c i o n  d e l  p r i n c i p i o  
e x t r e m a l  de  l o s  c o n j u n t o s  p a r c i a l m e n t e  o r d e n @ d o s , an f o r m a  c o n j u n -  
t i s t a .  En e F e c t o , s e a  un e s p a c i o  d e  H i l b e r t  c u a l q u i e r a  H , de  i n -  
f l n l t a s  d l m e n s i o n e s .  En p r i m e r  l u g a r , e x i s t e n  an e l  s i s t e m a s  l i n e a l ­
m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s  de v e c t o r e s  o r t o g o n a l e s , p o r q u e  se p u e d e n  o r t o -  
g o n a l i z a r  l a s  s u c e s i o n e s , f i n i t a s  o i n f i n i t é s , d e  v e c t o r e s  l i n e a l m e n ­
t e  i n d e p e n d l e n t e s .
C o n s i d e r e m o s  e l  s i s t e m a  de t o d o s  l o s  c o n j u n t o s  o r t o g o n a l e s  y de 
v e c t o r e s  no n u l o s  d e l  e s p a c i o ;  #  o r d e n e n s e  p o r  i n c l u s i o n .  E l e g i d o  
un  s i s t e m a  p a r c i a l  d e l  g e n e r a l , q u a  e s t f  o r d e n a d o  t o t a l m e n t e  p o r  
I n c l u s i d n , l a  r e u n i o n  de t o d o s  l o s  c o n j u n t o s  da d i c h o  s u b s i s t e m a  e s ,  
d e s d e  ! u e g o , u n  c o n j u n t o  de v e c t o r e s  o r t o g o n a l e s  y  ademâs c o n s t i t u y e  
u n a  c o t a  s u p e r i o r  d e l  s u b s i s t e m a  e l e g i d o , c o n  r e s p e c t o  a l a  i n c l u ­
s i o n  c o n j U n t i s t a . P o r  t a n t o , e x i s t e  un  c o n j u n t o  m a x i m a l  de v e c t o r e s  
(no  n u l o s )  o r t o g o n g l e s  y  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e s , e l  c u a l  e s  l a  
b a s e  o r t o g o n a l  q u a  b u s c a b a m o s .  Y/ a h o r a  se n o r m a l i z a n  l o s  v e c t o r e s  
d e  e s t a  b a s e , d i v i d i e n d o l o s  p o r  s u s  r e s p e c t i v a s  n o r m a s  y se c o n s i g u e  
u n a  b a s d  o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o .
—2 8—
L o s  h i p e r p l a n o s  de un e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l  H , sa  p u e d e n  
d é f i n i r  m e d i a n t e  e l  p r o d u c t o  e s c a l a r ,  en l a  f o r m a
( ’‘ k * ’' ) '  "
d o n d e  es un v e c t o r  d e t e r m i n a d o  d e l  e s p a c i o  y  una c o n s ­
t a n t e  r e a l .
A d e m a s , e n  un e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l  H , t o d o  f u n c i o n a l  l i n e a l  
f  ( x ) i  ( y  c o n t f n o o )  a d r o i t e  l a  e x p r e s l 6 n  ( X | ^ , x )  , p a r a  un v e c t o r  d e ­
t e r m i n a d o  y. û n i c o  x ^  , s e g ü n  e l  t a o r e m a  d e  F r é c h e t - R i e s z .
Veamos q u e  un  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  g e n e r a l
H,  en c i e r t a s  c o n d i c i o n e s , .  d e t e r m i n e  un û n i c o  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n .
1
Sea e l  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s   ^H^^^ , , i  6  I  , de e c u a c l o n e s
( x ^ , x ) !  =  Y j  » 1 -  I
en d o n d e  e l  c o n j u n t o  de v e c t o r e s  d i r e c c i o n a l e s  ; de l o s  h i p e r ­
p l a n o s ,  c o n s t i t u y e  u na  b a s e  o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o ,  y, l a  s u c e s c i o n  
n u m é r i c a  r e a l , t r a n s f i n i t a ,  ) • ( i  ê  I ) ,  c o n t i n s  un  c o n j u n t o
n u m e r a b l e , a l o  m a s , d e  v a l o r e s  no n u l o s .
En e s t a s  c o n d i c i o n e s , l a s  e c u a c i o n ô s  de l o s  h i p e r p l a n o s  s i g n i f i c a n  
q u e  l a  c o m p o n e n t s  d e l  v e c t o r  x  , s o b r e  c a d a  v e c t o r  x ^  ( i  I )
d e  l a  b a s e  o r t o n o r m a l  , es • P o r  t a n t o ,  e l  û n i c o  p u n t o  comûn
a l  s i s t e m a  d a d o  de h i p e r p l a n o s , e s  e l  p u n t o  x c u y a  e x p r e s i o n  en 
l a  b a s e  o r t o n o r m a l  c o n s i d e r a d a  e s , p u e s
*  "  2  - i  * i  *
i  3 I
P a r a  d é f i n i r  un " o r t o e d r o "  en e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  g e n e r a l  H 
t o ma mo s un c o n j u n t o  de h i p e r p l a n o s  ) H^ ,  i  z  A ;  d o n d e  e l  
c a r d i n a l  | A | no es m a n o r  q u e  l a  d i m e n s i o n  d s l  e s p a c i o  H
>  d i m  (H)  .
Se e l i g e n  d e s p u e s , l o s  s u b c o n j u n t o s  j H ^ [ ,  i  t£ I  , d e l  s i s t e m a  
t o t a l  d e  h i p e r p l a n o s  d a d o s  (  I  C I  A ) , t a i e s  q u e  su s  v e c t o r e s  
d i r e c c i o n a l e s  | \ » de l a s  e c u a c l o n e s  de m q u é l l o s
( x ^ , x >  =  , i  c  I
c o n s t I t u y e n  u n a  b a s e  o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o  y  l a  s u c e s i o n  t  r a n s  f i n i t a
-29-
j- ,  i  c  I  , de  n u m é r o s  r e a l e s  c o n s t a  db s o l o  c e r o s , s a l v o  un-
c o n j u n t o  n u m e r a b l e  (a  l o  mas) ' .
Se d é t e r m i n a  e l  p u n t o  x de i n t e r s e c c i o n  de e s t o s  h i p e r p l a n o s  #  
s e l o c a i i z a  su  p o s i c i û n  r e s p e c t o  a c a d a  h i p e r p l a n o  r e s t a n t e  d e l  s i s ­
t e m a  t o t a l  I  * J' 'C *  “  ^ . C o s a  que  ya s a b em os  e f e c t u a r , m e d i a n t e
a l  s i g n o  d e l  f u n c i o n a l  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o
S i  c on  r e s p e c t o  a c a d a  h i p e r p l a n o  ( k  c  A ) podemos d e t e r m i n a r
un  p u n t o  X|^ , e x t e r i o r  a a q u e l , d e  i n t e r s e c c i i S n  de un i i s t e m a  de
h i p e r p l a n o s  |  ^ ,  i  ^  I  , i  /  k  ;  c u y o s  v e c t o r e s  d i r e c c i o n a l e s
^ ^ i  y ( i c i )  f o r m e n  u n a  b a s e  o r t o n o r m a l  d e l  e s p a c i o  ; e l  p o l i e d r o  
c o n v e x o , a s f  d e f i n i d o , e s  p l a u s i b l e  l l a m a r l o  " o r t o e d r o "  y  v i e n e  d ad o 
p o r  s i s t e m a  de  i n e c u a c i o n e s  ( c o n  l a  n o t a c i ô n  usadaj i l
( y k . y > -  Yk > 0  , k  ^  A .
1 0 .  OETERmiNACION DEL PUNTO DE INTERSECCION DE UN SISTEIHA DE HI PERPLANOS, 
EN EL ESPACIO DE HI LBERT GENERAL; CUYOS VECTORES DIRECCIONALES 
FORMAN UNA BASE ALGEBRICA DEL ESPACI O.
Sea un s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s  j H^  ^ j  , i  (% I  ; d e l  e s p a c i o  de H i l b e r t
g e n e r a l  y r e a l  H , de e c u a c l o n e s
(®j^»x)  = ^ i  n  f  *
t a i e s  que  e l  c o n j u n t o  de s u s  v e c t o r e s  d i r e c c i o n a l e s  , i  I3  I  I
f o r m a  una b a s e  a l g é b r i c a  d e l  e s p a c i o , p o r  t a n t o  e l  c a r d i n a l  d e l  c o n ­
j u n t o  I  de  i n d i c e s ,  i n f i n i t o  no m u m e r a b l e ,  c o i n c i d e  c o n  l a  d i m en i -  
s i o n  a l g é b r i c a  d e l  e s p a c i o  H . Es d e c i r
j I  I «  d i m .  a l g .  (rt:)' «s d i m  ( H)  ®
Como e l  n u m é r o  de c o m p o n e n t e s  de n u l a s  de t o d o  v e c t o r  x c  H ,
an  l a  b a s e  a l g é b r i c a  [   ^ » i  C  I »  b ® f i n i t * , d i c h o  v e c t o r  x
s e  p u e de  e x p r e s a r  d e l  modo
"  = Y’l  >1 *■ \  -2  «• '',3 »3 *■ • • •  *- -
s i e n d o  l a s  c o m p o n e n t e s , n o  n e c e s a r i a m e n t e  n u l a s , l a s  que  c o r r e s p e n d e n
.  l o .  . a c t o r . .  . ,  , a ,  ,  a .............................a , " a  l a  b a . a  a t g l b r i c a
^1 ^2 3 n
—30—
,  aunque p a ra  f a c i l i t a r  l a  n o t a c io n ,  s in  p a rd e r  l a  g e n e r a l id a d ,  
hemos expresado mas s im p lem ente
‘l  ®2 » ®3 '  * * *   ^ ®n
Para  r e s o l v e r  e l  s is te m a  de ecuaciones
0
(®£rX)! = Z Y  » i  ~  I  r I I  I =  dim (H)
*^0
cuyo numéro c o in c id e  con l a  d im ension  a l g é b r i c a  d e l  espac io  H , 
l a s  re f e r im o s  a l a  base a l g é b r i c a  a ^ -  ( j ;  c  I )  ; de donde
(aj,x)'. . (aj.ai)'«• *- <3 '“I'V 'n " 'l
i c i .
S i  l a  s o lu c io n  x de e s te  s is te m a ,c u a n d o  l a  h a y a , t i e n e  l a s  com- 
p o n e n / ta s  no n e s i r ia m e n t e  n u la s  an lo s  v e c to re s  ' *^^n ’
l a  c o n d ic iâ n  n e c a s a r ia  p ara  que e l  s is te m a  tenga s o lu c io n  es
° 1 I  ;1 *■ “ l 2  ' 2 *■ >3 *■ • • • •  *■ ' i n  4 n  =  Y l  "
s ie nd o  a^ j^. = *• i  ,  j  c   ^ » por t a n t o ,  la s  n in c o g -
t a s  ,  ' ] 2 * ■> 3 »' • • • r ^ ,  se pueden d e te r m in a r  con solo
R. de l a s  ecuaciones> da e s te  s is tem a da i n f i n i t e s  ecuac io nes  l i n e a ­
l e s ,  de c a r d i n a l  t r a n s f i n i t o  y no n u m era b le .
S i r v e n  como e c u a c io n e s ,p o r  e J e m p lo , la s  c o r r e s p o n d ie n te s  a lo s  m is -  
mosE in d ic e s  i^^, i ^ , ! ^ , . . . ,  i ^  qua lo s  v e c to re s  a^ , sobre lo s
c u a l e s l a s  componentes d e l  punto x no son nulas  (con c e r t e z a )  :
^ 1 ’ 1
4- ®12 ’ 2 4. ®13 3





®22 2 4- ®23
-4
3
4- . . .  4- ®2n n = < 2





4- . . .  4- ®3n J n '( 3





4- . . .  4- ann '''n Y n
|VJ
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L a  p r i m e r a  c o n d i c i o n  n e c e s a r i a  p a r a  q ua  e s t e  s i s t e m a  de jn e c u a -  
c i o m e s  err  rr i n c o g n i t a s  t e n g a  s o l u c i o n  u n i c a  as que  e l  d e t e r m i -
D =
1 s us c o e f i  c i e n t e s 0  !
•11 ®12 ® i 3  * * ; * l r r
21 ®22 * 2 3 * 2r r
31 ®32 * 3 3  * * * * 3 n




p e r o  a u n q u e  t a m b i e n  e s t a  c o n d i c i â n  es s u P i c i e n t e  p a r a  l a  e x i s t e n c i a  
d e  s o l u c i o n  û n i c a  d e l  s i s t e m a  j ^ l  J  de n e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  c on  n  
i n c o g n i t a s  ; no e s , p o r  s u p u e s t o , c o n d i c i o n  p r é c i s a  p a r a  que e l  s i s ­
t e m a  l i n e a l  de l a s  i n f i n i t a s  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s , d a d a s  i n i c i a l m e n t e ,
(1 c  I ) ,  t e n g a  s o l u c i é n >  û n i c a .  Es d e c i r , q u e  l o s  i n f i n i t o s  h i p e r ­
p l a n o s
( ® i , x ) )  =  Y i  (1 0  I )
se  G o r t e n  en un p u n t o .  û n i c o .
C o n d i c i o n e s  n e c e s a c i a s  s o n , t o d a v f a , l a s  que  r e s u l t a n  de l a  v e r i f i -  
c a c i o n  de  l a s  e c u a c i o n e s  r e s t a n t e s  p o r  l a  s o l u c i p n  û n i c a  de  l a s  n 
e c u a c i o n e s  e l e g i d a s .
En p r i m e r  l u g a r , l a  c o n d i c i â n  de  s o l u c i â n  û n i c a  d e l  s i s t e m a  ^1 j  de 
l a s  n e c u a c i o n e s  l i n e a l e s , e n  n  i n c â g n i t a s  es
D /  0 ,
c u y a  i n t e r p r e t a c i p n  g e o m é t r i c a  c o n s i s t e  an q u e  :
E l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  ® i  » ®2 * * 3  * ’ a es l i n e a l m e n t e  n
i n d e p e n d i e n t e ,  como s u b s i s t e m a  de l a  b a s e  a l g é b r i c a  |  |
a l  s e r  D a l  d e t e r m i n a n t s  de Gram de a q u e l l o s  n v e c t o r e s .
C u m p l i d a  ya e s t a  c o n d i c i â n , l a  s o l u c i â n  d e l  s i s t e m a  de  n e c u a c i o n e s  
en  n i n c â g n i t a s ,  e s t é  d a d a  p o r  l a  R e ^ a  de C r a m e r
Y x  *  “ l t D r .
= 0 3 , 0
dond a l a s  d é t e r m i n a n t e s  , 0 ^ , 0 ^ ,  . . . ,  0 ^  t i e n e n  e l  s l g n i f  i c a d o
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u s u a l  p a r a  l a  R e g i a  de C r a m e r .
P e r o  p a r a  q u e  e l  s i s t e m a  l i r r e a l  de l a s  i n f i n i t a s  e c u a c i o n e s
U ( 1 -  I  )
t e n g a  s o l u c i o n  y  û n i c a , h a n  de v e r i f i c a r s e , e n t r e  l o s  c o e f i c i e n t e s  
d e l  s i s t e m a  a^^j. ( j  =  1 , 2 , ,  i  f  I  -  1 , 2 , 3 , . . . , n  y
l o s  t é r m i n o s  i n d e p e n d l e n t e s  / i  -  I  -  1 , 2 , 3 ,
l a s  c o n d i c i o n e s  r e s t r i c t i v e s  s i g u i e n t a s  
* 1 1  1 *■ * 1 2  2 *■ * 1 3  3 • • •  * l n  - n
I  — 1 , 2 , 3 ,
d o n d e  l o s  n û m e r o s c o n s t i t u y e n  l a1 '  2 '  3 » n
s o l u c i o n  d e l  s i s t e m a  f i n i t o  de e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  1 
A s i  p u e s , p a r a  l a  c o m p a t i b i l l d a d  d e l  s i s t e m a  de  i n f i n i t a s  e c u a c i o n e s
l i n e a l e s , s e  r e q u i e r s  que l a s  c o n s t a n t e s  r e a l e s se an  p r e c i s a -
m en t  e
I l  =  < * 1 1  “ i  *■
De d o n d e  se d e d u c e
12 2 13 3
13 I 31
' 1 * 1 2 * 1 3 • • • * l n
' 2 * 2 2 * 2 3 • • • * 2 n
■3 * 3 2 * 3 3 * 3 n
' n * n 2 * n 3
a
nn
i l * 1 2 ’ 1 * * l n
21 * 2 2 2 ' * 2 n
* 3 2 3 * * 3 n
n i * n 2 n
*  * a nn
4- a 12
*• . . . * i n “ n >■
1 D ;  i I  - 1 ,
* 1 1 ' 1 * 1 3 • •  • * l n  j
* 2 1 ' 2 * 2 3 • • •  * 2 n  1
* 3 1 ' 3 * 3 3 • • •  * 3 n  i
i
4-
* n l ' n * n 3
a ! • • • 3  In n  ,
*11 *12
*21 *22
* i n  ' *3 1 32
' 13 • •  
*23 • *  
*33 • •
n i n2 * n 3  ' n
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1 *11 *1 2 *1 3 • • •  * i n
I *11 *12 *1 3 * l n
2 *21 *22 *23 * * •  * 2n
'3 *31 *32 *3 3 * "  *3n
n * n l “ n2 *n3 * * •  *nn
Por a l i o  l a s  condic io rtes  n e c e s a r ia s ,  y  tam bien  s u f  i c i  e n te s ,  para  
que e l  s is tem a de h ip e r p la n o s
( a ^ , X ^  — 1 I  t  I I dinr (H ) Z; .
se c o r te n  an un so lo  p u n t o ,d e l  espac io  de H i l b e r t  H , son 
0
' ^ 1 -
i l





*1 3  • • •  * i n
*1 3  * l n
*2 3  • * *  *2n,
'3  *31 *3 2  *33 . a3n







*3 2  *33
* n l  ®n2 n3
1 — I  j 1 , 2 , 3 , * ,  «,ni j" ,




• l2  * 1 3  • * *  * ln ,
22
32
* 2 3  * * •  *2n
* 3 1  *3n







Una vez v e A ir ic a d a s  la s  c o n d ic io n e s  de e x i s t e n c i a  2 , ' 3 de
punto de i n t e r s e c c iâ n  d e l  s is tem a de h ip e r p la n o s  dad os ,es te  punto  
es
X =
1 * 1  *-
D D 0
a 4- ------  a 4-   a 4- . . .  4> — -
0 0 0
por t a h t o , s e  o b t ie n e  f in a lm e n te
*1  *2  *3  *r
'1 *11 *12 *13 ' *  ®ln
\ 2  *21  *22  *2 3  * *  *2rr






* 3 2  * 3 3
* l n  '
2n
3n
I I * n l  *n2 *n3 * * *nn
n l *n2 *n3
- 3 5 -
• •  **h
i l *1 1 *1 2 *13 • •  * l n
Y 2 *2 1 *2 2 *23 • ’ *2n
Y 3 *3 1 *3 2 *33 • •  *3n
Yn * n l *n2 *n3 * '  *nn
11 *12 *1 3 * * *  * l n
21 *22 *23 *2n
31 *32 *3 3 *3n
n i *n2 *n3 * * •  *nn
1 1 *  DETERMINACION DC UN POLIE.DRO CONVEXO EN EL ESPACIO OE HI LBERT
GENERAL î CONDICIONES DE CONVEXIDAD E INECUACIONES DEL POLIEDRO .
Consideremos c u a l q u l e r  es p a c io  de H i l b e r t  H , y  g en era lm en te  de 
d im en s ion  i n f i n i t e  no num erable , dim (H ) IS O  ; y  an e s te
I ) ^  ^  0es p a c io  un s is te m a  de h ip e r p la n o s  j , de ecuaciones
( a ^ , x )  =  , 1 6  0  , 1 * 1  d i m  (H)^*.
Selecc io nam o s un subsistem a a d m is ib le  d e l  mencionado s i s t e ­
ma , en e l  s e n t id o  de que lo s  v e c to re s  d i r e c c i o n a l e s  , 1 G I  ,
c o n s t i t u y e n  una base d e l  espac io  y e l  subsis tem a ^H^j ( i  $  I )  
cumple l a s  c o n d ic io n e s ,  p2 ]  y  [^3] d e l  ap a r ta d o  a n t e r i o r , de e x is ­
t e n c i a  y u n ic id a d  d e l  punto de i n t e r s e c c io n  d e l  s is te m a  de h ip e r ­
p la n o s  [  . N a t y r a lm e n t e ,s e  admits t a c i t a m e n t e  qua e l  s is tem a
t o t a l  de h ip e r p la n o s  [ H' |^ , i  G A ,e s  s u s c e p t ib le  de t a l e s  s e le c ­
c io n e s  .
Abora in d iv id u a m o s  un h ip e r p la n o  (k z A) d e l  s is tem a t o t a l
de lo s  d ad os .  Y so co n s tru ye n  todos lo s  s is te m a s  a d m is ib le s  da 
h ip e r p la n o s  [Hj^| ,  i  ^  I  <_Z A ,  i  ^  k ; a s f  como su punto de 
i n t e r s e c c i â n  x .
Se a v e r ig u a  s i  e s te  punto x es e x t e r i o r  a l  h ip e r p la n o  H^ , 
m e d ia n te  e l  s ig no  de
( ' k ' " )  -  Y k  •
S I  h u b ie r a  a l  gûn punto x^ , i n t e r s e c c iâ n  de a lg û n  sis tem a ad­
m i s i b l e  de h ip e r p la n o s  d i s t in d o s  a l  Hj  ^ , e s te  punto  x^ se lo
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a s i g n a m o s  a l  h i p e r p l a n o  c u a n d o  l e  e s  e x t e r i o r , e s  d e c i r
-  Yk *  "•
Con l o  c u a l  q u e d a  d e t e r m i n a d o  e l  s e m i e s p a c i o  d e  b o r d e  e l  h i p e r ­
p l a n o  y  c o n t e n i e n d o  e l  p u n t o  x ^  , a u n q u e  e s  p o b i f c l e  q u e  h a y a
d i v e r s e s  p u n t o s  , q u e  d e n  s i g n o  c o n t r a r i o  a l  f u n c i o n a l
# an c u y o  c a s o  p o s ee mo s  u n a  d o b l e  p o s i b i l i d a d  d e  e l e c c i o n  
d e  s e m i e s p a c i o .
Cu a a d o  a c a d a  h i p e r p l a n o  ( k  t  A) '  , se l a  p u e d e  a s i g n a r  un
p u n t o  t a l  x ^  , q u e  s e a  i n t e r s e c c i â n  de  un  s i s t e m a  a d m i s i b l e  de 
h i p e r p l a n o s  , i i r l C i A  ,  i  /  k  ; y q u e  v e r i f i q u e
A  ( ('k.'k)'-Yk /  ° .
k Z  A
e s t a s  c o n d i c i o n e s  c o n s t i t u y e n  un c r i t e r i o  de c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e ­
d r o  d e f i n i d o  p o r  i n t e r s e c c i o n  de l o s  s e m i e s p a c i o s  x ^  , k ^  A ,
y  p o r  e l l o  e l  p o l i e d r o  c o n v e x o , a s f  d e f i n i d o  s e p u e d e n  r e p r e s e n t a r  
po K e l  s i s t e m a  d a  i / n e c u a c l o n e s
l j 'k ' "k )  -Y k j  i j  %.» ) - Y k ]  > 9  ; K Y « •
1 2 .  OETERMINACION DEL PUNTO OE INTERSECCION OE UN SISTEMA OE HIPERPLANOS. 
CUTO NUMERO CARDINAL C D I N O I cIe CON LA DIMENSION DEL ESPACI O; EN UN 
ESPACIO L I N EA L  GENERAL I N F I N I T 0 - D I M E N 5 l O N A L .
Sea un  e s p a c i o  l i n e a l  E , g e n e r a l , a s  d e c i r , c o n  l a  e s t r u c t u r a l  l i n e a l  
m e r a m e n t e  y c a r e n t e , a n  g e n r a l  de e s t r u c t u r a  t o p o l â g i c a  o m e t r i c a ,  
c o m p a t i b l e  c o n  l a  l i n e a l ;  s o b r e  e l  c u e e p o  de l o s  n û m e r o s  r e a l e s .
T a m b i e n  c o n s i d e r e m o s  s u  d i m e n s i â n  a r b i t r a r i a , p o r  l o  c u a l  s e r a ,  
c u a a d o  s ea  i n f i n i t a , c o m o  l o  as g e n e r a l m e n t e ^
d i .  ( t )  > /  .
C o n s i d e r e m o s  u n  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s  [  |  » 1 0  1 . c u y a s
e c u a c i o n e s  s o n
f ^ ( x )  =  Y i  » 1 C  I  , I I  I =  d i m  ( E )  ,
d o n d e  l o s  » f  i c  ^ f u n c i o n a l e s  l i n e a l e s  ( no  i d a n t i c a m e n -
t e  n u l o s )  d e l  e s p a c i o  l i n e a l  E .
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Sea i'®i \  , 1 % I  , una base f l j a  d e l  espacio  l i n e a l .
Los fu n c io n a le s  l i n e a l e s  f  , i  z  I  .  as tan  d e term inad os  por  
lo s  v a lo r e s  que toman en lo s  v e c to re s  de l a  base I e^. » J c  f  r
Ademas es i f c i t o  a d o p te r  como c o n ju n to  de f n d ic e s ,  I  , e l  mismo
e le g id o  para d l  s is tem a de f u n c io n a le s  f^  , i  c . I  » porque e l
c a r d i n a l  da I  as t a l , p o r  h i p o t e s i s ,  que | I  j = dim (E )l.
S e a n  p u e s , l o s  v a l o r e s  d e f i n i d o s  p o r  l a s  s u c e s i o n e s
t r a n s f i n i t a s  de n û m e r o s  r e a l e s  a ^ ^  d e l  modo s i g u i e n t e
( ® j )  = = i  j  ;  i  Z  I  f J 0  I  ; i I  I =  dim (E)..
Como un  p u n t o  x E ,  se  p u e d e  e x p r e s a r  a s f
" = ’ l  °1  *■ '2  *2  '■ ' . 3  *3  *  • • •  *■ Z  *n
c o n  r e s p e c t o  a l a  b a s e  •’ e , j  z  I  î p u e s t o  q u a  s o l o  un  n û m e r o
J
f i n i t o  de componentes de x pueden s e r  no n u la s .
Oe d o n d e , s e  o b t i e n e
r j ( x ) '  = J E J f j ( . j ) '  t- 3 )■ . . .  I- 4 ,  = Y i
'  * i l  1 •• * 1 2  2 *• *1 3  3 * ■ • • • ‘ • * 1 .  0 = 4  ’
P ara  d e te r m in a r  l a  s o lu c io n  de e s te  s is te m a  de i n f i n i t e s  ecu a c io n e s
l i n e a l e s , n o s  b a s t a n  n e c u a c i o n e s  d e l  s i s t e m a ,  c u a n d o  ya e l  s i s -
& e d a ° ^ s e  h a y a  r e c o n o c i d o  como c o m p a t i b l e  y c o n  s o l u c i o n  û n i c a .
■
C o n s i d e r e m o s , en p r i n c i p i o , e l  s u b s i s t e m a  f i n i t e
■ l l 1
4-
* 1 2 2 4. * 1 3 3
4. ... 4. * l n n = Y i
'21 1
4- * 2 2 '2 4- *2 3. 3 4- ... 4. * 2 n n =  ^2
'31 1
4- * 3 2 2 4- * 3 3 3
4* . . .  4- * 3 n n = ’ 3 Ll
n l 1
4- Z n 2 2 4- * n 3 3
4- . . .  4- ann n "  ( n
e l  c u a l  p o s e e  s o l u c i o n  û n i c a , c uQqdo s a t i s f a c e  l a  c o n d i c i o n  
c a r a c t e r f s t  i c a
—3 8 —
11 * 1 2 * 1 3 * l n ,
21 * 2 2 * 2 3 * 2 n
31 * 3 2 * 3 3 • • •  * 3 n
n l * n 2 * n 3 * * *  * n n
i  0
S u p u e s t a  y a  v e f l f l c a d a  l a  u l t i m a  c o n d i c i o n  2 j  .  l a s  c o n d i c i o n e s  
n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s  de  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i o n  û n i c a  d e l  
s i s t e m a  d e  i n f i n i t a s  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s
=  d i m  (E)^
s o n  , J u n t o  a l a  | 2 J , l a s  s i g u i e n t e s
i l  U *■ * 1 2  ' i 2 4- a 13 >3
r-
n
4- a i n  n I  -  1 , 2 ,
e s  l a  s o l u c i o n  û n i c a  d e l
Y i  =
d o n d .  - j j  ,  _ ,3
s i s t e m a  de f i n i t a s  e c u a c i o n e s  e i n c o g n i t a s  T i  |  .
O b s e r v e m o s , c o n  r e s p e c t o  a l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  r e a l  y g e n e r a l  H .  
q u e  a l l f  l a s  c o n s t a n t e s
" i j  ^  , J €  I
p a r a  c a d a  1 f i j o  , e r a n  t o d a s  n u l a s  e x c e p t a  u n  n û m e r o  f f i n i t o ,  
p o r q u e  e r a n  l a s  c o m p o n d n t e s  d e l  v e c t o r  a ^  en  l a  b a s e  o r t o n o r m a l  
L * J  (  * J vZ ^ • M i e n t r a s  q u e  a q u f , e n  e l  e s p a c i o  l i n e a l  r e a l  y
g e n e r a l  E .  p u e d e n  s e r  l a s  c o n s t a n t e s
I J J I
no n u l  as en n û m e r o  i n f i n i t o , i n c l u s o  t o d a s  a l l a s ,  p a r a  un i  f l j j ' o  , 
p o r q u e  se t  r a t a  de  l o s  v a l o r e s  r e a l e s  q u e  t o m a  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  
f ^  ,  p a r a  l o s  v e c t o f e s  de  l a  b a s e  ( j  k-  1 }  .
A p a r t i r  de  e s t e  m o m e n t o , l o s  c a l c u l e s  q u e  h i c l m o s  en e l  e s p a c i o  
d e .. H i l b e r t  g e n e r a l  H , p a r a  d e t e r m i n a r  e l  p u n t o  de  i n t e r s e c c i â n  
d e un s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s , s e  p u e d e n  r e p e t l r , u n a  v e z  e x p l i c a d o  
e l  s i g n i f i c a d o  d e  l a s  c o n s t a n t e s ,  en u n  e s p a c i o  l i n e a l  r e a l  y  g e n e ­
r a l  i n f i n i t o - d i m e n s i o n a l .
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En v l r t u d  da  l o  d i c h o , s a  o b K i e n e n  l a s  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s  y 
s u f i c i e n t e s  p a r a  q u a  a l  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  l i n e a l  
E , c u y a s  e c u a c i o n e s  s o n
* 1 1 1 4 1  ^  * 1 2  2 ^  * 1 3  ^ 3 i n t  -  Y i  , 1 6  I
I I  1 =  d i m ( E ) l
s e  c o r t e n  an u n  p u n t o  u n i c o  t
* 1 1  * 1 2  * 1 3  • .  a I n
'21  * 2 2  *2 3  • * .  * 2 n
* 3 1  * 3 2 * 3 3  ' • *  * 3 n
* n l  * n 2  * n 3  " .  a
0  a,
11 * 1 2  * 1 3  •
* 1 1  * 1 2  * 1 3  •
^ 2  * 2 1  * 2 2  * 2 3  *





Y . .  a
11 12 13
* 2 1  * 2 2  * 2 3
* 3 1  * 3 2  * 3 3
m * n l  * n Z  * n 3  '  nn
i  I  -  | ^ 1 , 2 . 3 ,  . .  , , n  j .
h i p e r
C l  p u n t o  de i n t e r s e c c i o n  d e l  s i s t e m a  da  p i a n o s  as
°  " 1  * 2  * 3  • • •  *n
^ 1  * 1 1  * 1 2  * 1 3  • *  * l n
^ 2  " 2 1  * 2 2  * 2 3  "  * 2 n
^ 3  * 3 1  * 3 2  * 3 3  * *  * 3 n
Yn n l  n2 n3 nn
. a
* 1 1  * 1 2  * 1 3  '
*21 *22 * 2$  •
* 3 1  * 3 2  * 3 3  *
I n
.  a 2n
. a3n




* n l  * n 2  * n 3  "  * n n
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1 3 > DETERMINACION DE UN POLIEDRO CONVEXO EN EL ESPACID L I N EA L  GENERAL , 
REAL E I N F I N I T O - D i m E N S I O N A L  t CONDICIONES DE CONVEXIDAD E INECUA-  
c l o n e a  DEL POLI EDRO.
A h o r a  p od emo s p r o c é d e r , e n  un e s p a c i o  l i n e a l  r e a l  E a r b i t r a r i o ,  
a l a  r e p r e s e n t a c i o n  y d e t e r m i n a c i o n  de un  p o l i e d r o  c o n v e x o .
Sea u n  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s  i  ^ ,  1 (3 A , d e l  e s p a c i o
l i n e a l  g e n e r a l  E , c u y a s  e c u a c i o n e s  son
(x )' =  » i  £  A .  I A j ^  d i m  ( e J .
S e l c c i S n e m o s  t o d o s  l o s  s u b s i s t e m a s  a d m i s i b l e s  d e l  s i s t e m a  de  
h i p e r p l a n o s  d a d o s  i n i c i a l m e n t e ;  es  d e c i r , l o s  s i s t e m a s  de h i p e r ­
p l a n o s  ;  ^ ,  i  0  I  L_Z A , I I  I =  d i m  (E) '  .  t a i e s  q u e  se
c o r t a n  en u n  s o l o  p u n t o  x , l o  c u a l  y a  s ab emo s d e c i d i r , m e d i a n t e  
e l  c r i t e r i o  e s t a b l e c i d o  en l a  s e c c i o #  p r é c é d a n t e ,  y a s l m i s m o  
d e t e r m i n a r !  d i c h o  p u n t o  x .
N a t u r a E m e n t e  s u p o ne m os  q ue  e l  s i s t e m a  t o t a l  de h i p e r p l a n o s  d a d o s  
es  s u s c e p t i b l e  de t a i e s  s e l e c c i o n e s  de  s u b s i s t e m a s  a d m i s i b l e s ,
F i j e m o s  un  h i p e r p l a n o  (k  A)  y a e l  v amos a r e f e r i r
l a s  i n t e r s e c c i o n e s  de  c a d a  s u b s i s t e m a  a d m i s i b l e  de  h i p e r p l a n o s
, i  0  I  , i  /  k ;  q u e  no c o n t i e n e n  e l  h i p e r p l a n o  f i j a d o  .
S i  u n o , a l  m e n o s , d e  l o s  p u n t o s  de i n t e r s e c c i o n  de  t a i e s  s u b s i s t e m a s  
a d m i s i b l e s , n o  y a c e  en e l  h i p e r p l a n o  ,  e s t e  y e s e  p u n t o  x^^
d e t e r m i n a n  un s d m i e s p a c i o  q u e  l o s  c o n t i e n s . L o  c u a l  sa r e c o n o c e  
p o r  l a  s i m p l e  c o n d i c i o n
"-k (  \  )  Y k  •
C u ea do  p a r a  c a d a  h i p e r p l a n o  d e l  s i s t e m a  t o t a l  de h i p e r p l a ­
n o s  d a d a s  | ( , i  c  A ; se  l e  p u e d a  a s o c i a r  un p u n t o  x ^  ,
a J e n o  a l  d i c h o  h i p e r p l a n o  y p u n t o  de i n t e r s e c c i â n  de un s u b s i s t e m a  
a d m i s i b l e  de  h i p e r p l a n o s  , d i s t i n t o  d e l  h i p e r p l a n o  ; e n t o n c e s
en e s t a s  c o n d i c i o n e s  r e s i d e  un  c r i t e r i o  de  d e f i n i c i â n  de un p o l i e d r o  
c o n v e x o , a  p a r t i r  d e l  s i s t e m a  t o t a l  de h i p e r p l a n o s  }  ^ ,  i  Z  A
y e l  s i s t e m a  e l e g i d o  de p u n t o s  i x ^  ? , k  A . P e r o  l o s  h i p e r —
• p i a n o s  d e l  s i s t e m a  t o t a l  no d e t e r m i n a n  un  s o l o  p o l i e d r o  c o n v e x o ,  
en g e n e r a l , c u a n d o  se v e r i f i e s  p r e v i a m e n t e  l a  e x i s t e n c i a  de l a  
c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e d r o ;  l a  c u a l  p od em os  e x p r e s a r  b r e v e  y s i m b o -
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—lic a m e n t » ,e n  l a  forma
A  ‘ % ‘ ' k  ’ -  X  /  '  f  -
k  e  A
Cuando se ha v e r i f i c a d o  l a  convexidad  d e l  p o l i e d r o  d e f i n i d o  por 
a l  s is te m a  de h ip e r p la n o s  , i  G A , y e l  c o n ju n to  de puntos
\ r  p or a p l i c a c i â n  d e l  c r i t e r i o  deduc ido  ; l a  r e p r e s e n t a c iâ n
de d ic h o  p o l i e d r o  ponvexo e s t a  dada p or s is te m a  de in e c u a c io n e s
j / k   ^ ’‘ k  ^ "  < k ]  [*^k  ^  ^ ”  :  k t  A ,
s i  b i e n , l o s  puntos  que v e r i f i c a n  e s te  s is tem a de in e c u a c io n e s
son lo s  pu()tos i n t e r i o r e s  d e l  p o l i e d r o  convexo; p o r  e l lo .c u a n d o
se q u i e r e  i n c l u i r  lo s  puntos d e l  co n torno  o f r o n t e r a , e s  d e c i r ,
lo s  puntos de l a s  ca ra s  d e l  p o l i e d r o  c o n ve xo ,0 e  han de u t i l i z a r  
i n
la s  ecuac io nes  s ig u i e n t e s
I' ^  f ' *  k^
1 4 .  DEFINICIDW V DETERMINACION DE UN POLIGONO CONVEXO EN UN ESPACIO 
LINEAL REAL GENERAL : REPRESENTACION DEL POLIGONO CONVEXO.
A l t r a t a r  de d é f i n i r  un " p o l ig o n o  convexo" en un espacio  l i n e a l  E 
a r b i t r a r i o , y a  disponemos de lo s  e lem entos y  c r i t e r i o s  aprop iados  
p ara  h a c e r l o .  Porque se p o d r fa  d é f i n i r  como una " c a r a "  de un 
p o l i e d r o  convexo d e l  mismo espac io  l i n e a l  E ; es  d e c i r , d e te rm in a ­
do y d e f i n i d o  un p o l i e d r o  convexo en un e s p a c io  l i n e a l  g e n e ra l  ; 
l a  f i g u r a  l i n e a l  c o n s t i t u i d a  por todos lo s  p un to s  d e l  p o l i e d r o  
convexo que e s t i n  sobre uno sôlo  de lo s  h ip e r p la n o s  que lo  d e f in e n  
es l a  que podemos l la m a r  " p o l lg o n o  co n vexo "de l  es p a c io  l i n e a l  E .
O icha d en om inac iân  e s té  J u s t l f i c a d a  y fundada en l a  de p o l ig o n o  p iano  
convexo o r d i n a r i o  d e l  es p a c io  l i n e a l  r e a l  t r i —d im e n s io n a l  y en 
l a  de lo s  es p a c io e  l i n e a l e s  e u c l id e o a -  f  i n i t o —d im e n s io n a l  e s .
La d e f i n l c i o n  adoptada d e"p o l (g o n o  convexo" en un espacio  l i n e a l  
a r b i t r a r i o  E , cuya d im ension  puede s e r  c u a l q u i e r a
dim ( E > Y  ^  »
es v é l i d a , p o r  l o  e x p u e s to ,e n  un es pac io  l i n e a l  i n f i n i t o - d i m e n s i o n a l .
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A s f , p u e s , s u p u e s t o  q u e  e l  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  ' 
l i n e a l  E ,
f i ( x )  = Y i  » i  é  A , 1 A i ^  d i m  ( E )
d e f i n a  un p o l i e d r o  c o n v e x o  d e l  e s p a c i o  E , m e d i a n t e  l o s  s i s t e m a s  
a d m i s i b l e s  d e  h i p e r p l a n o s  d e l  s i s t e m a  t o t a l  de  e l l o s  y  l a  e l e c c i o n  
a p r o p i a d a  d e  s e m i e s p a c i o s , s e g u n  ya s ab emo s a l  a p l i c a r  e l  c r i t e r i o  
de c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e d r o  ; l a ;  r e p r e s e n t a c i o n  d e l  p o l f g o n o  c o n ­
v e x o , que es l a  c a r a  d e l  p o l i e d r o  c o n v e x o  s i t u a d a  en  e l  h i p e r p l a n o
f l  ( X ) -  Y  =  0
v i e n e  d ad a p o r  e l  s i s t e m a  d e  i n e c u a c i o n e s  c on  u n a  s o l a  e c u a c i d n
(x) -  Y j  = 0
P k ( » k )  -  ■ ' ' k j  I  -  \ ' k ]  "  -  0  '  .
L a  d e t e r m i n a c i o n  y r e p r e s e n t a c i o n  d e l  p o l f g o n o  . c o n v e x o  en  e l  
e s p a c i o  l i n e a l  E , e m p e r o , s e  p u e d e  e f e c t u a r  d i r e c t  ame n t e , p o r q u e  
se t r a t a  de u n a  f i g u r a  y a c e n t e  en un h i p e r p l a n o  d e l  e s p a c i o
E . P o r  l o  c u a l , y s i n  p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d , p o d e m o s  s u p o n e r  q ue  
e l  h i p e r p l a n o  p a s a  p o r  e l  o r i g e n  d e l  e s p a c i o  E ; y p o r  t a n t o  ,
l a  v a r i e d a d  l i n e a l  d e v i e n s  un s u b e s p a c i o  E^ , de  c o - d i m e n s i o n
1 , d e l  e s p a c i o .
Tomemos un  v e c t o r  no n u l o , q ue  no p e r t e n e z c a  a l  s u b e s p a c i o  E,  ,
d e l  e s p a c i o  E , e s d e c i r
E l  v e c t o r  e^  ^ , p o r  t a n t o , c o n s t i t u y e  u n a  b a s e  d e l  s u b e s p a c i o  c om-  
p l e m e n t a r i o  d e l  E^ en e s p a c i o  E .  E l e g i m o s  una  b a s e  i e ^ d e l  
e s p a c i o  t o t a l  E , c o n  t a l  de  q u e  uno de  s u s  v e c t o r e s  s e a  e l  mismo 
v e c t o r  . Oe d o n d e , s e  i n f i e r e
® i  C  » i c i -  [ }  '
y l a  e c u a c i â n  d e l  h i p e r p l a n o  E^ a d o p t a  l a  f o r m a
r  ( X ) =  Y 1 =  0 ;  * " ‘‘• 1 * 1  ®l  *5
i ± i
C A P I T U L O  S E C U N D O
ESTUDI Ü DE LOS POLIGONOS ALABEAD05 "CONVEXOS" EN EL ESPACIO 
EUCLIOEO , EN LOS ESPACIüS EUCLIDEOS n -D I I Ï l ENSI ONALES , EN LOS 
ESPACIOS DE H I B E R T  (SEPARABLES 0 NO) Y EN LOS ESPACIOS 
L I N EA L E S REALES I N F I N I T O - D I D I E N 5 1 0 NALES î
CRI TERI OS DE " CONVEXI DAD"  DE LOS POLIGONOS ALABEADOS OE 
ESTOS ES P AC IO S.
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Y/ a h o r a  y a  l l m l t a n d o n o s  a l  e s p a c i o  l i n e a l ,  , c o n  c u y a  e c u a c i o n  
s a b e m o s  i n d i v l d u a r , e n  a l  e s p a c i o  t o t a l ;  l a  d e t e r m i n a c i ô n  de un  
p o l i e d r o  en  e l  e s p a c i o  E^ y a s i m i s m o  l o s  c r i t e r i o s  de  c o n v e x i d a d , 
m e d i a n t a  l o s  s i s t e m a s  a d m i s i b l e s  de h i p e r p l a n o s ,  y/ l o s  s i s t e m a s  
d e  i n e c u a c i o n e s  q ue  n o s  d e f i n e n  un p o l i e d r o  c o n v e x o  en e l  e s p a c i o  
E^  , s u b e s p a c i o  l i n e a l  d e l  e s p a c i o  E ;  n o s  c o n d u c e n  a l o s  c r i t e r i o s  
d e  c o n v e x i d a d  de  un p o l { g d n o  y  a l a  d e t e r m i n a c i ô n  y r e p r e s e n t a c i ô n  
d o l  m i s m o .  En v i r t u d  de q u e  %
L o s  p o l f g o n o s  c o n v e x o s  de un e s p a c i o  l i n e a l  E s on  l o s  p o l i e d r o s  
c o n v e x o s  d e  s u s  s u b e s p a c i o s  (o v a r i e d a d e s )  l i n e a l e s  . E^ j  m a x i m a l e s
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C RI T ER I O DE CONVEXIOAO DE ESTOS POLIGONOS.
C B n s i d e r a m o s  en e l  e s p a c i o  t r i d i m e n s i o n a l  o r d i n a r i o  un p o l f g o n o ,  
en g e n e r a l  a l a b e a d o , d e f i n i d o  p o r  s u s  v e r t i c e s  o r d e n a d o s  :
’’l "2 " 3  V l ^  '  n > 3  .
como f i g u r a  u n i - d i m e n s i o n a l , es  d e c i r , d a d o s  l o s  v e r t i c e s  y s u  o r d e n  , 
e l  p o l f g o n o  e s t a  c o n s t i t u i d o  p o r  l a  r e u n l ô n  d e  l o s  s e g m e n t e s  r e c t i — 
l i n e o s  q u e  u n e n  l o s  v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s  y e l  s e g m e n t e  que u n e  e l  
u l t i m e  v é r t i c e  c o n  e l  p r i m e r o
p . ' » ![ P l ' P 2 ] U  [ ^ 2 - ^ 3 ]  U [ P 3 - P * ] U  — U [ P n - l ' P n ] U
En e s t a  d e f i n i c i ô n  g e n e r a l  e n c * j a  como c a s e  p a r t i c u l a r , l a  d e  
p o l f g o n o  a l a b e a d o  c o n v e x o , q u e  vamos a a d o p t a r  a q u f  como e x t e n s i o n  
n a t u r a l  de l a  de  p o l f g o n o  p i a n o  c o n v e x o .
LLamamos p o l f  g on o a l a b e a d o  c o n v e x o  Pj^ P^ P j  • • •  P^ a q u e l  p o l f  gono
q u e  no es p i a n o  y t a l  que
e l  p i a n o  de  t e r m i n a d o  p o r  l o s  v e r t i c e s  Pj^ P^  P^ d e j é  en e l  
m is mo  s e m i e s p a c i o , b o r d e  i n c l u i d o , l o s  r e s t a n t e s  v e r t i c e s  P ^ , P g ^ * . , P ^  » 
e l  p i a n o  P^ P^ P ^ , d e j e  en e l  mismo s e m i e s p a c i o , b o r d e  i n c l u i d o , l o s
v e r t i c e s  P ^ ,  P ^ ....................P ^ ,  P^ ; . . .  ;  e l  p i a n o  P ^ . z ^ n - l  ^ n
e l  m is mo  s e m i e s p a c i o  l o s  v e r t i c e s  Pj^,  P ^ ,  P ^  , . . ,  P^ _ ^  •
V é a n s e  f i g .  S y  f i g .  6 ,
Vi k  W a d o  Y»c-cçv»v'é: KÜ.
—  44"“
Os l a  d e f i n i c i o n  a d o p t a d a  d s  p o l f g o g o  a l a b e a d o  c o n v e x o , r é s u l t a  
q u e  t o d o s  l o s  c u a d r i l â t e r o s  a l a b e a d o s  s o n  c o n v e x o s ; p o r q u e  f u e r a  
d e l  p l a n ç , q u e  d e t e r m l n a n  t r è s  c u a l e s q u l e r a  de s u s  v e r t i c e s  c o n -  
s e c u t l v o s ,  e s t a  e l  u n i c o  v é r t i c e  r e s t a n t e .
S i  d e P i n l f f l o s  l o s  v e r t i c e s  d e l  p o l f g o n o  p o r  s u s  c o o r d e n a d a s
c a r t e s l a n a s  en  e l  e s p a c i o  o r d i n a r i o  r e a l
;  P j C X j . y j . Z j )  ; P ] ( x , . y , , x , )  - -  :
E l  p i a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  l o s  t r è s  p r i m e r o s  t i e n s  de  e c u a c i o n
=  0
" i  1
" 2  »2 " 2  1
* 3  '>Z 1
X y 2 1
c u a n d o  l o s  r e s t a n t e s  v e r t i c e s  d e l  p o l f g o n o  e s t a n  s i t u a d o s  en u n  
m i s m o  s e m i e s p a c i o , c o n  r e s p e c t o  a e s t e  p i a n o , e n t o n c e s  l a  s u c e s l o n  
f l n l t a
*1  " ï  ^  1
<2 Y ;  X j  »
* 3  " 3  ' 3  ‘
X.  V.  2 ,  1
1 — 4 , 5 , » » . , n
e s d e  s l g n o  c o n s t a n t e  p a r a  s u s  t e r m i n e s  no n u l o s , q u e  p u e de  h a b e r l o s ,  
p e r o  no  t o d o s .
P r e c l s a m e n t e  l a  c o n d i c i o n  p a r a  q u e  e l  p o l f g o n o  s e a  a l a b e a d o  s e  
r e c o n o c e  p o r  l a  e x i s t e n c l a  d e  un  t e r m i n e , a l  m e n o s , d e  l a  m e n c l o n a d a  
s u c e s l o n  f l n l t a , q u e  e s  no n u l o .
YC f i n a l m e n t e , p a r a  e s t a b l e c e r  un c r l t e r i o  de c o n v e x i d a d  p a r a  e l  
p o l f g o n o  a l a b e a d o  P^ P^  P^ P b a s t a  i m p o n e r  l a  mlsma c o n -  n
d l c i o m  a l  p i a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  t r è s  f C l c e s g e n e r l c o s  P^ ^ H - l  ^ l f 2  
y  l o s  r e s t a n t e s  v e r t i c e s  d e l  p o l f g o n o ^  4- k  » “  •3,  - 4 ,  , , , ,  ( n - i )
q u e  hemos i m p u e s t o  a l  p i a n o  P^ P^  P^  y  l o s  v e r t i c e s  P ^ «
— 45-"
Es d e c i r . q u e  e l p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  l o s  v e r t i c e s o r d e n a d o s
; » * 2  ^ »■ * 3 ^  * • • • : ' ’ n < V ' ' n ’ ' n >
es un  p o l f g o n o a l a b e a d o c o n v e x o , p r e c l s a m e n t e  s i se v e r i f i c a n  l a s
s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s %
L a s  s u c e s i o n e s f i n i t a s  d e n é m e r o s  r e a l e s
* i X i - ' i 1
*14-1 ^ 4 - 1 *14-1 1
» i  ~  1 , 2 , . . . , n i  f k — 3 , 4 , . . . , ( n —1 )
’*14-2 ^14-2 *14-2 1
^14-k ^14-k *14-k 1
p a r a  c a d a 1 ( =  1 , 2 , . . . , n )  c o n t i a n e n  u n  t e é r m l n o  no n u l o , a l  m e n o s ;
y t o d o s  l o s  q u e  s e a n  no n u l o s  t l e n e n  s l g n o  c o n s t a n t e .
L o s  n u m é r o s  1 4- k  h a y  q u e  i n t e r p r e t a r l o s  como s u r e s t o
m o d u l o  n , en c uanCo e x c e d e n  a ni , s i e n d o  k = 1 , 2 , . . . ,  ( n - 1 ) .
Una v e z  v e r l f l c a d o  q ue  e l  p o l f g o n o  P^  . . .  P^  es  a l a b e a d o
y/ c o n v e x o ,  s e g u n  n u e s t t o s  c r l t e r i o  y d e f i n i c i o n , g i  d e s e a r a m o s  u n a  
e x p r e s l é n  a n a l f t i c a  d e  d i c h a  f i g u r a , c o n c e b i d a  como u n i - d i m e n s i o n a l , 
en  f u n c i o n  e s t r i c t a  de l o s  d a t o s , l a s  c o o r d e n a d a s  c a r t e s l a n a s  de 
l o s  v e r t i c e s  P^ , no t e n e m o s  mée q u e  e s c r i b l r  q u e  e l  p u n t o  g e n é r i c o  
P ( x , y ^ z ) '  s a t i s f a c e  l a  e c u a c i o n
( x , y , z )  =  ( x ^ , y j ^ , Z j ^ )  ( i - ' t )  ( X g , y 2 , Z g ) t
0 4: t  4: 1
0 4  t  ^  1
1 5 .  POLIGONOS ALABEADOS EN EL ESPACIO EUCLIOEO n - D I W E N S I O N A L c C R I f E R I O  
DE CONVEXIDAD DE ESTOS POLIGONOS. t  CONCEP TO DE CONVEXIDAD OE 
POLIGONOS ALABEADOS.
En e l  e e p a c i o  e u c l f d e o  n—d i m e n s i o n a l , R , c o n s i d e r e m o s  u n a  s u c e -  
s i 6 n  f l n l t a  de  m p u n t o s  A ^ , A^ , A ^ ,  . . . ,  A^  , s i e n d o  m ^  n , 
y  ademés corn e l  o r d e n  e s t a b l e c i d o  en su  e n u m e r a c i o n .
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Uamos a e n t e n d e r  a q u f  p o r  p o l f g o n o  A^  . . .  A ^  l a  f i g u r a
l i n e a l  c o n s t i t u i d a  p o r  l a  r e u n i d n  de l o s  s e g m e n t o s  r e c t i l l n e o s
l \ ' \ \ U h '\ l  L) U [V i'» . ]  U •
Un p o l f g o n o , d a  e s t e  t i p o , l o  l l a m a r e m o s  en p a r t i c u l a r , a l a b e a d o  
c u a n d o  no e x i s t e  n i n g u n  h i p e r p l a n o  q u e  c o n t e n g a  a t o d o s  s u s  v e r ­
t i c e s ;  p a r a  e l l o , se r e q u i e r s  q u e  e l  n u m é r o  de s u s  v e r t i c e s  m s ea  
m a y o r  q u e  l a  d i m e n s i o n  n d e l  e s p a c i o  ;  a u n q u e  n a t u r a l m e n t e  h a y
p o l f g o n o s  c u y o  n u m é r o  de v e r t i c e s  es m a y o r  q u e  l a  d i m e n s i o n  d e l
p c l i v C ^ K i
e s p a c i o  c o n t i n e n t e  y s o h " h i p e r p l a n o s " ( c o n t e n i d o s  en un h i p e r p l a n o } .
Un p o l f g o n o  A^ A^  A^ . . .  A^  s e r a  d e n o m i n a d o  " c o n e e x o " , y  n o s  r o -  
f e r i m o t  a l o s  p o l f g o n o e  a l a b e a d o s , c u a n d o  e l  h i p e r p l a n o  q ue  p a s a  p o r  
c a d a  n v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s , s u p u e s t o s  l i n e a l m e n t e  i e d e p e n d i e n t e s ,  
d e j a  en un m is mo  s e m i e s p a c i o  l o s  r e s t a n t e s  v e r t i c e s .  Aunque de 
é s t o s  p u e d e  h a b e r  a l g u n o  en e l  mismo b o r d e  d e l  s e m i e s p a c i o , p e r o  
no t o d o s  l o s  v é r t i c e #  , p u e s  e n t o n c e s  s e r f a  un p o l f g o n o  h i p e r p l a n o ,  
a l  c u a l  se  l e  a p l i c a r f a  l a  c o n v e x i d a d  h a b i t u a i .
Vamos a d e d u c i r  un c r l t e r i o  d e  c o n v e x i d a d , p a r a  p è l f g o n o s  a l a b e a d o s  
d e l  e s p a c i o  e u c l f d e o  n - d i m e n s i o n a l , ,  s e g u n  e l  c o n c e p t s  a d o p t a d o
a q u f  .
Se a n  l o s  p u n t o s  d a d o s  A^ d e l  e s p a c i o  R ^  l o s  s i g u i e n t e s
\  = ( ' i r = 1 2 ' " l 3 ^ - ' " l n )  : ^  = ( " 2 l ' " 2 2 ' ' 2 3 " " ' 2 n )   ^ \  =
^ - 3 1 ^ ® 3 2 * * 3 3 ' ■ml»* *m2 »* m3» **» *mn ^ » ™ ^
 ^ Ce
S u p o n i e n d o , a s i m i s m o , q u e  c a d a  n v e r t i c e s , d e l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  
e s t o s  p u n t o s , s o n  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s . En p r i m e r  l u g a r  e l
h i p e r p l a n o  d e f i n i d o p o r l o s  n p r i m e r o s v e r t i c e s
' i l * 1 2 * 1 3  • • • * l n  ^
* 2 1 * 2 2 * 2 3  * * * * 2 n  ^
0 » ^ 2 *  ^ 3   ^  ^ ^   ^ ~ * 3 1 * 3 2 * 3 3  • * * * 3 n  ^






P a r a  q u e  e l  p o l f g o n o  s e a  a l a b e a d o  l a  c o n d i c i é n  c a r a c t e r f s t l c a  es 
L a  s u c e s l o n  de  (tn— n )  n u m é r o s  r e a l e s
ha  de t e n e r  a l g u n  t e r m i n e  no n u l o , p o r q u e  en  c e s o  c o n t r a r i o , l o s  m 
v e r t i c e s  d e - 1  p o l f g o n o  e s t a n  s o b r e  e l  h i p e r p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  
l o s  n p r i m e r o  v e r t i c e s .
Cu a nd o  y a  s e h a y a  v e r i f i c a d o  q u e  e l  p o l f g o n o  e s  a l a b e a d o , l a  c o n ­
v e x i d a d  d e l  m i smo  e x i g e  que  l a  s u c e s i é n  n u m é r l c a  m e n c l o n a d a  t e n g a  
s i g n e  c o n s t a n t e , i n c l u y e n d o  e v e n t u a l e s  t e r m i n e s  n u l o s , q u e  no s o n  
t o d o s .
E s t a  c o n d i c i o n  a n a l f t i c a  de c o n v e x i d a d  s e r e f l e / f r e  a l o s  n p r i ­
m e r o s  v e r t i c e s ; p e r o  l a  c o n v e x i d a d  d e l , p o l f g o n o  a l a b e a d o  c o n s i s t e  
en q u e  d i c h a  c o n d i c i o n  s e a  c i e r t a  p a r a  c a d a  n v e r t i c e s  c o n s é c u ­
t i v e s  d e l  p o l f g o n o .
Ds  l o  e x p u e s t o  s e d e d u c e  e l  c r l t e r i o  de c o n v e x i d a d  de  un  p o l f g o ­
go a l a b e a d o  d e l  e s p a c i o  e u c l f d e o  n - d i m e n s l o n a l , c o n s e r v a n d o  e l  
s i g n i f i c a d o  p r e c e d e n t s  de l o s  d é t e r m i n a n t e s  D (A.^^, A ^ ,  A ^ , . A ^ , X  ) %
E l  p o l f g o n o  A^ A^ A^  . . .  A ^  es  a l a b e a d o  c o n v e x o , c u e e d o  l a s  
s u c e s i o n e s
D ( \  ,  , A^ ^ 2 ............ * i V n - l  '  * i 4 - k  ) ;  k  =  n , n 4 - l  m - 1  ;
s o n  de  s i g n o  c o n s t a n t e  p a r a  c a d a  f i j a d o  i  — l , 2 , . . . , n r .  Yi' s i e n d o  
no t o d o s  l o s  t é r m i n o s  n u l o s  de c a d a  u n a  de d i c h a s  s u c e s i o n e s , p a r a  
i  f i j o .
Ademas l o s  n u m é r o s  n a t u r a l e s  i  4* k  s u p e r i o r e s  a ■> , h an  d e  
i n t e r p r e t a r s e  como su r e s p e c t i v o  r e s t o , m o d u l o  m.
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1 7 .  D E T E R W I I A C I O N  DEL HIPERPLANO QUE PASA POR UN PUNTO V  ES PARALELO
A UN SUBESPACIO L I N E A L  WAXIWAL ,  EL CUAL CONTIENS UNA SUCESION OADA 
I N F I N I T A  ÜE PUNTOS LI NEALMENTE I NDEPENDI ENTES T  PENSA EN EL 5UBES-  
C I O  ;  EN EL ESPACIO DE HI L BE R T  SEPARABLE l  ECUACION E X P L I C I T A  DEL 
HI P& RPL AN D=
En  e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  s e p a r a b l e  S , s e a i  d a d a -  u n a  s u c e s l o n  de  
p u n t o s
® 1 '  * 2 »  ®3* * ' *  * ®n » * * *
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y  d e n s a  en e l  s u b e s p a c i o  l i n e a l  h l l b e r -  
t i a n o  q u e  g e n e r a n
Ej^ — L , ^ 2 ’ ^ 3 *  * * * ^ * * * )
e l  c u a l  s u p o n e m o s  m a x i m a l , e s  d e c i r , e l  s u b e s p a c i o  c o m p l e q u e n t a r i o  
H -  u n i - d i m e n s i o n a l .
O e s e a mo s  d e t e r m l n a r  u n  h i p e r p l a n o  d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  S
q u e  s e a  p a r a l e l o  a l  s u b e s p a c i o  m a x i m a l  E^  y  p a s e  ^ o r  un p u n t o  
d a d o  b d e l  e s p a c i o  S.
N a t u r a l m e n t e ,  p o r  d e f i n i c i o n ,  e l  h i p e r p l a n o  t e n d r a  u na  e x p r e -
s l ô n  a b r e v i a d a  d e  l a  f o r m a  
=  b 4- E^  ,
p e r o  e s t a  no  e s  s a t i s f a c t o r i a , e n  e l  s e n t i d o  d e  no  e s t a r  e s t r i c t a — 
m e n t e  d a d a , e n  f u n c i o n  d e  s u s  u n i c o s  d a t o s  :
L a  s u c e s i o n  a ^ , a ^ , a ^ , . . . , a ^ , . . .  ;  d e l  t i p o  m e n c i o n a d o  y e l  p u n t o
b .
En p r i m e r  l u g a r , r e s o l v a m o s  l a  c u e s t i o n  en  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  q u e
l a  s u c e s l o n  1 a \  l  l e  e s t é  c o n s t i t u i d a  p o r  u n a  b a s e  o r t o n o r m a l ,  
n ) n
e n  e l  s e n t i d o  d e  s i s t e m a  o r t o n o r m a l  c o mp l e t o , a menos  
d e  u n  s o l o  v e c t o r  q u e  f a l t a  p a r a  s e r  b a s e  d e  t o d o  e l  e s p a c i o  d e  
H i l i e r t  f f  ,  y  p o r  t a n t o  b a s e  o r t o n o r m a l  d e l  s u b e s p a c i o  m a x i m a l  
q u e  g e n e r a n
Ej* — L ( e ^  , e ^  18 ^ t • t  • ■ * ) •
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P a r a  p r o s e g u i r , n a c e s l t a m o s  u n  un  v e c t o r
t a l  q u e  e l  s l s t e m a  de v e c t o r e s
{ • o  * * 1  '  * 2  » * 3  * n  * • • • ] '
c o n s t l t u y a  u n a  b a s e  o r t o n o r m a l  de  t o d o  e l  e s p a c i o  E .
Se v e r i f i c a n  p u e s , l a s  s i g u i e n t e s  c o n d ^ i o n e s  é q u i v a l e n t e s
X C  H j  ^  X -  b ê  E j  < ç = p . x - b =  y
^  t l x
n -1
De d o n d e  s e d e d u c e  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o
( ( %  '  "  -  b )  =  =  o )  ( %  . X -  b )  =  0 .
E l  v e c t o r  e ^  se o b t i e n e  p r o y e c t a n d o  o r t o g o n a l m e n t e  s e b r e  e l  
b u b e s p a c l o
L » ®2 » ®3 »■•••» ®p» ^
un  v e c t o r  e ^  E^ , y s e p a r ' a n d o l e  e s t a  c o m p o n e n t e  v e c t o r i a l  
p a r a  d a r n o s  un  v e c t o r  no n u l o , o r t o g o n a l  a l  s u b e s p a c i o  L 4 | )
y  p e r t e n e c i e n t e  a l  s u b e s p a c i o  c o m p l e m e n t a r i o , o r t o g o n a l  y u n i -  
d i m e n s i o n a l  E — E ^ . N o r m a l i z a n d o  i s t e  u l t i m o  v e c t o r  se  l o g r a  e l  
v e c t o r  e ^ .
L a  p r o y e c c l o n  d e l  v e c t o r  e s o b r e  eR> s u b e s p a c i o  L  ( [  ® p D  
l a  suma de  s u  s e r i e  de F o u r i e r , c o n  r e s p e c t o  a l  s l s t e m a  de v e c t o r e s  
\  a 1 , n  ^ 1 .  A s f  p u e s , p o r
P r _  .  .  /  ( " . % )  • „  •




d i m e n s i o n a l  E — E e , o r  t a n t o
1 xo
U  -  i
( " ' " n '  " n  •
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A h o r a  n o r t n a l l z a m o s  e s t e  v e c t o r , n o  n u l o ; p a r a  e l l o  c a l c u l a m o s
CO
= i  
2
=  e -  y  ( e , e _ )  e_  , e -  /  ( e , e _ )  #
II 4 ' Z
\ ^ n - L  u - i
n )  %
1 1 - L
L a  c o n d i c i o n  d e  q u e  e s e  p u e d e  c a r a c t e r i z a r  p o r  l a
e q u i v a l e n t s  . x )
Z  <  j i ' i r
% f i n a l m e n t e , e l  v e c t o r  e ^  , n o r m a l i z a d o  d e  l a  c o m p o n e n t e  v e c ­
t o r i a l  o r t o g o n a l  d e l  v e c t o r  e s o b r e  e l  s u b e s p a c i o  E ^ ,  es
•  ■  Z " n
 _____
i . i i ^  " Z
1 \ - l
a l  s u b e s p a c i o  l i n e a l  E ^ ,  d e t e r m i n a d o  p o r  e l  s l s t e m a  o r t o n o r m a l  d e  
v e c t o r e s ü
L a  e c u a c i é n  d e l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o  b y  e s p a r a l e l o  
i i
[ • n ]  •
( e ^ , x - b )  =  0
o b i e n , l a  e c u a c i o n  é q u i v a l e n t e  mas g  è x p l f t i t a
rP
11^ " Z  ( » • % ) '
U - i
( e  , X -  b )  = 0
-  ^  ( o ,  e ^ )  e ^ , x - b j  =  0 .
11=1 /
1
En e l  c a s o  g e n e r a l , d o n d e  ^  e ^   ^ no  e s  mas q u e  u n a  s u c e s l o n  d e  
v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y  d e n s a  en  e l  s u b e s p a c i o  
m a x i m a l
Ej^  = L (a^, a^, a^, a^, . .  )
-5 2 -
l a  b a s a  o r t o n o r m a l  n 1 , q u e  p r o v l e n e  de  o r t o n o r m a l l z a r
l a  s u c e s l o n  d e  v e c t o r e s  ^  a ^ ^  , m e d i a n t s  e l  u s o  de l o s  d e t e r m i n a n ­
t s  s  da C r a m , n o s  c o n d u c e  a l a  e x p r s s i d n  d e l  v e c t o r  e  , d e l  s i -
g u i e n t e  modo o o
<x>y
( ® j  r * 2  X • • •
u x l
( ® ^ , ® 2 )  • •
( » 2 . * , ) ( ®2*  ®g )  « < * 2 ' “ n - l ' (®2»®) ( • 2 . * t ) ( ® 2 ' ® 2 )  • • < " 2 - » ï ,  * 2
< V * i ) ( • n , . ) < V * 2 >  • •
d o n d e  l o s A s o n  l o s  d é t e r m i n a n t e s  de  G r a m , r e l a t i v e s  a l o s
,  n — 1 , 2 , * . ,
v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  a ^ ,  a ^ ,  a ^ ,  . . . ,  a ^  ; e s  d e c i r
( ® i * ® p )
A .  < * 2 ’ ’ 2> <’ 2 ' * 3 >  • • •  ( ' r ' n '
d é t e r m i n a n t e s  no n u l o s  p o r  l a  i n d e p e n d e n c i a  l i n e a l  d e  l o s  v e c t o r e s
*1 »  * 2 *  * 3»  » * n  '  '
L a  c o d i c i o n  e ^  , se  t r a d u c e  a h o r a  en l a  é q u i v a l e n t e
, - o
( ® 2 ' * l )  <*2*“®2^ * * '  ( * 2 ' * n - l )
( * n ' ® l )  ( ® n ' * 2 )  ( * n ' * n - J
/
y \ . - i











































































l a .  POLIGONOS ALABEADOS CONVEXOS EN EL ESPACIO DE HI LBERT SEPARABLE t 
CRI TERI O DE CONVEXIDAD. SEGUN ESTE CONCEPTO.PARA LOS POLIGONOS A L A f  
BEADOS .
En l o s  e s p a c i o s  l i n e a l s ^  i n f I n l t o - d l m s n s i o n a l e s , p a r a  d é f i n i r  un  
p o l f g o n o  m e d i a n t s  e l  c o n j u n t o  o r d e n a d o  de s u s  v e r t i c e s  ^ A^ ^ , i c i
h a y  q u e  e x i g l r  q u e  e s t e  c o n j u n t o  s e g  u na  s u c e s i o n  t r a n s f i n i t a  
b i e n - o r d e n a d a  y t e n g a  u l t i m o  e l e m e n t o ,  A ^  ; pues3 e l  v é r t i c e  A^ ^
h a de  t e n e z  v é r t i c e  s i g u i e n t e  i n m e d i a t o  A^^^^ , como t i e n e  s i g u i e n t e  
i n m e d i a t o  c a d a  e l e m e n t o  de  un  c o n j u n t o  b i e n - o r d e n a d o , a  e x c e p c i o n  
d e l  u l t i m o  e l e m e n t o ,  A .
I m p u e s t a s  e s t a s  h i p o t e s l e , p o d e m o s  e n l a z a r  un  p u n t o  A^ , d e l  c o n -  
j ü n t o  b i e n - o r d e n a d o  ^ A^ , ^ , i c i  , a su s u c e s o r  î n m e d i a t o  A^^^^ , 
m e d i a n t s  e l  s e g m e n t e  r e c t i l i n e o  c o n  e x t r e m o s  en d i c h o  p u n t o s .
W e l  u l t i m o  e l e m e n t o ,  Ao , ha  de  e n l a z a r s e  p o r  e l  s egment ai  r e c t i -  
l l n e o  c o r r e s p o n d l e n t e  a i  p r i m e r  e l e m e n t o  d e l  c o n j u n t o ,  e l  A ^ .
Con e s t a s  c o n d i c i o n e s , p u e s , e s  s i g n i f i c a t i v a  l a  d e f i n i c i o n  d e l  
p o l f g o n o , c o m o  f i g u r a  u n i d i m e n s i o n a l , p o r  e l  c o n j u h t o  b l e n - o r d e n a d o  
de s u s  v é r t i c e s  , i  c  I  :  c o n  u l t i m o  e l e m e n t o  , p o r  r e u n i o n
de l o s  s e g m e n t o s  r e c t i l l n e o s  q u e  u n e n  v é r t i c e s  c o n s e c u t i v o s
[ « i . A j j i j  [ a j . A j  u  u  *•* u  I j ' i '^ i i . i  u  * * * U [ v * * i
i  £  I
A h o r a , e n  p a r t i c u l a r , c o n s i d e r e m o s  e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  s e p a r a b l e  E , 
y em é l  una  s u c e s l o n  t r a n s f  i n l t a  de p u n t o s  ^  a^  ^j  ,  i  è  I  , y  c o n  
u l t i m o  e l e m e n t o  a,, .
I '
Podemos e m p l e a r  l o s  n u m é r o s  o r d i n a l e s , c o m o  i n d i c e s , p a r a  n u m e r a r  
l o s  e l e m e n t o s  de| c o n j u n t o  i n f i n i t o  d a d o X  • De modo q ue  e l  c o n j u n t o  
I  e s t a  c o n s t l t u i d o  p o r  l o s  n u m é r o s  o r d i n a l e s  i  t a i e s  q u e
I c i  c  j-V
d e  s u e r t e  q u e  e l  c o n  j u n t o  b i e n  o r d e n a d o  , f  ^  I  , e s  de
t i p o  o r d i n a l  \X- f  1 .
—55—
Oado e l  c o n j u n t o  de  v e r t i c e s , o r d e n a d o s  en l a s  c o n d i c i o n e s  p r e s c r i t a :  
d e f l n i m o s  p o r  p o l f g o n o  d e  v e r t i c e s  ^ a ^ ^  ,  i  4; j-V î 1® f i g u r a  
u n i - d i m e n s i o n a l , d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  s e p a r a b l e , d a  e x p r e s l o n
j^(I-t)aj^ 4- L |(l-t)®2 t^®3 ] |J ^®^\ i j  ••• i j
4 u ... IJ 4 ,
s i e n d o  t  , r e a l ,  t a l  q u e  0 c  t  ^  1 ;  #  , 1 , o r d i n a l  I  d  -
En l o s  p o l f g o n o s  d e l  e s p a c i o  d e  h l l b e r t  s e p a r b l e , v a m o s  a d i s t i n g u i r
e n t r e  f t q a é l l o s  q u e  t l e n e n  t o d o s  s u s  v é r t i c e s  en un  mismo h i p e r p l a n o
d e l  e s p a c i o ; y l o s  q u e  no  t l e n e n  e s t a  p a r t i c u l a r l d a d , a l o s  c u a l e s
l l a m a r e m o s  p o l f g o n o s  a l a b e a d o s  d e l  e s p a c i o  de h l l b e c t , d e n o m i n a c l o n
q u e  p o s e s  u n  c l a r o  a n t e c e d e n t s  i n t u i t i v e .
P e r o  d e  e s t o s  p o l f  g o n o s  a l a b e a d o s  s o l o  n o s  o c u p a i f e m o s ,  s a l  vo  un
c r l t e r i o  d e l  c a r a c t e r  a l a b e a d o , d e  l o s  q u e  ademas de a l a b e a d o s  s o n
c o n v e x o s , e n  e l  s e n t i d o  s i g u i e n t e  
a l a b e a d o
Un p o l f g o n o , d e l  e s p a c i o  d e  H i l b e r t  s e p a r a b l e , s e r é  l l a m a d o  c o n v e x o ,  
c u a n d o  t o d a  s u c e s l é n  o r d i n a r i a  |^®^A , 0 4. n Lü , de v é r t i c e s  c o n ­
s e c u t i v o s ,  q u e  s u p o n e m o s  l i n e a l m e n t e  I e d e p e n d i e n t e s , s i  d e t e r m l n a n  
u n  h i p e r p l a n o  q u e  l o s  c o n t e n g a , é s t e  d e j a  en un  mi smo s e m i e s p a c i o ,  
c o n  r e s p e c t o  a é l , l o s  r e s t a n t e s  v é r t i c e s  d e l  p o l f g o n o , p u d l e n t o  y a c e r  
a l g u n o , p e r o  no t o d o s , d e  e s t o s  v é r t i c e s , e n  e l  p r o p l o  b o r d e  h i p e r p l a n o  
d e l  s e m i e s p a c i o .
Ha d e  a d v e r t i r s e  q u e  AdiAAdA s i  l a  s u c e s i o n  de  p u n t o s  j  a ^  c o n t i e ­
n s  a l  p u n t o  , u l t i m o  d e l  c o n j u n t o  t o t a l  de  v é r t i c e s , l o s  v é r t i ­
c e s  q u e  s i g u e n  a l  a^^ , v a n  a s e r  ,  c o m e n z a n d o  d e s d e  a^ , l o s  p u n t o s  
a ^ ^ , a ^ ,  a ^ ,  . .  .  ; e n  e l  o r d e n  q u e  t e n f a n  i  n i  c l  a i me  n t e ,  h a s t  a c o m p l e t a r  
l a  s u c e s l o n .
P a r a  e s t a b l e s e r  un  c r l t e r i o  de  c o n v e x i d a d  de un p o l f g o n o  a l a b e a d o ,  
d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  s e p a r a b l e , s e l e c c i o n e m o s  l a  s u c e s i o n  i n f i n i t e
y # : .
■=•  ..........■ Îf-Stèi
de v é r t i c e s  c o n s e c u t i v o s  d e l  p o l f g o n o , t a l  q u e  s ea  u n a  s u c e s i î % ^ ^ ^ ^ ^  
p u n t o s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y d e n s a  en e l  s u b e s p a c l o i  c e r r à l Ê o
BIBIJOTECA
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q u a  d e f i n e n
4- ( ®j^f * 2»  * 3 »  • • • *  * p »  • • •  )
a l  c u a l , s u p o n e m o s  ademas m a x i m a l .
S u p o n e m o s , t a m b i e n , q u e  l à  s u c e s i o n  j a ( ,  0 Z  n £  W  , no a g o t  a
- ^
l a  s u c e s i o n  t r a n s f i n i t a  ' a^  ,  0 <  i  -4 ,  p o r  e l l o
i “i |  -  ' . % ]  /  '  - :
0  <  L  6  p  C  U  ■ i I t ’
Como e l  c o n  j u n t o  a^  ^ , 0 C i  *= p  » ® s t a  b i e n - o r d e n a d o ,  e x i s t e
e l  p r i m e r  e l e m e n t o  d e l  c o n j u n t o
l“li - i“n,j
0 <  i  ^  p  0 4  n y  LU ,
e l e m e n t o  q u e  d e n o t a r e m o s  p o r  a^ ^  ;  q u e  e s  e l  s u c e s o r  i n m e d i a t o  
d e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s - d e  l a  s u c e s i o n  a ^ ,  a ^ , a ^ ,  . . .  ,  a ^ ,  . . .  
s u p o n i e n d o  q u e  e s t o s  f o r m a n  l o s  p r i m e r o s  e l e m e n t o s  d e l  c o n j u n t o  
b i e n - o r d e n a d o  | ^ a ^ ^ , 0 < ^ i  % j-L .
P a r a  h a l l a r  e l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  l a  s u c e s i o n  d e  p u n t o s
®1* * 2 '  * 3»  '  ® n ’  '  * ® jJ
d e  t i p o  U j  4- 1 , b a s t a  o b t e n e r  e l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  a l  p u n t o  
,  y  e s  p a r a l e l o  a l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  o r i g e n  ( s u b e s p a c i o  
l i n e a l  m a x i m a l ) y c o n t i e n s  l a  s u c e s i o n  o r d i n a r i a  d e  p u n t o s
“ l  -  %  '  “ 2 -  '  * 3  -  " ! b ................... “ n "  %  '  • • •
E s t a  s u c e s i o n  de  v e c t o r e s  es  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d l e n t e , p u e s  en 
c a s o  c o n t r a r i o , e x i s t e  un  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  n u m é r o s  r e a l e s  no n u l o s
^ 1 '  ^ 2 »  " S *  '  »
t a i e s  q u e  s e v e r i f i c a  l a  e c u a c i o n
y ( ' i  -  " u j )  \ ( ' 2  -  'u . ' > *• \ ( " 3  ■  ’ a;
q u e  a d m i t s  l a  e q u i v a l e n t s







p e r o  e l  c o e f i c i e n t e  d e  ^  ^ 3  ^  * * *  ^  p u e d e
a n u l a r a e ^ p o r q u e  e n t o n c e s  l o s  v e c t o r e s  a ^ , a ^ ,  a ^ ,  • • • »  a ^  s e r f a n  
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s , l o  c u a l  ds  c o n t r a  l a  h i p o t e s i s .
A l  s e r  e l  m e n c io n a d o  c o e F i c i e n t e  de a ^  no  n u l o , en  l a  e c u a c i o n  
l i n e a l  d o n d e  F i g u r a , s e  c o n c l u y e  que  e l  v e c t o r  a . d e p e n d e  l i n e a l -  
m e n te  d e  l a  s u c e s i o n  ! a ^   ^ , 0 <  n <. U  ;  y  p o r  t a n t o , p a r a  o b t e n e r  
e l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  l a  s u c e s i o n , d e  t i p o  tVj 1
»1» «2» * 3 '  * * •  '  *n »  * • *  '
no h a c e  F a l t a  t r a s l a d a r , e l  h i p e r p l a n o  m e n c io n a d o  p o r  e l  o r i g e n ,  
h a s t a  q u e  p a s e  p a r  e l  p u n t o  a , p u e s , e n  e s t e  c a s o , e l  h i p e r p l a n o  
b u s c a d o  p a s a  p o r  e l  o r i g e n  y d s  e l  m ism o  d e t e r m i n a d o  p o r  l a  s u c e -  
s i o n
* 2 *  * 3 *  • * *  » O  •
En e l  c a s o  g e n e r a l , en d o n d e  s o n  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  l o s  
v e c t o r e s  de  l a  s u c e s i o n
“ l  "  * j: » * 2  "  *1J '  * 3  "  *,i;  » » *n  " ■) 1 ^ 1
t a m b i é n  c o n s t i t u y e n  un  s l s t e m a  d e n s o , e n  e l  s u b e s p a c i o  m a x i m a l  
q ue  g e n e r a n ;  p o r q q u e  l a  s u c e s i o n  de  v e c t o r e s
* 1 ’  * 2 *  ®3» '  '  * n »  '
ha  s i d o  t r a n s F o r m a d a  p o r  l a  t r a n s l a c i o n  d e F i n i d a  p o r  e l  v e c t o r  -  a^^^, 
l a  c u a l  en  un  e s p a c i o  de  H i l b e r t  es  u n a  t r a n s F o r m a c i o n  t o p o l o g i c e  
( h o m e o m o r F is m o ) , como en t o d o s  l o s  e s p a c i o s  t o p o l â g i c o s  l i n e a l e s .  
I n c l u s o  l a s  t r a n s l a c i o n e s  d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  s o n  aùn  mas t 
I s o m e t r f  a s .
F i n a l m e n t e ,  p a r a  h a l l a r  l a  e c u a c i o n  d e l  p ü n o  q u e  p a s a  p o r  l a  s u c e -  
e i o n  de  p u n t o s , d e  t i p o  LV 4- 1  , | 1 j  no  h a c e  F a l t a  mas q u e  h a l l a r  
l a  d e l  h i p e r p l a n o  que  p a s a  p o r  e l  p u n t o  a ^  y  e s  p a r a l e l o  a l  
h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  e l  o r i g e n  ( s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x i m a l )  y  
c o n t i e n e  a l o s  p u n t o s  d e  l a  s u c e s i o n  o r d i n a r i a  {^2 j  .
E s t e  modo de  d e t e r m i n e r  l a  e c u a c i o n  d e  un  h i p s r p l a n o , y a  l e  c o n o -  
c e m o s , p o r  l a  s e c c i o n  a n t e r i o r .  P o r  e l l o , l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  
que  c o n t i e n e  a l a  s u c e s i o n  d e  p u n t o s  [ 1 J  e s , p u e s
o — r "
o  ^
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Una v e z  o b t e n l d a  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  l a  s u c e -  | 
s i o n  d s  v e r t i c e s  c o n s e c u t i v o s  |
®1» * 2 '  * 3 '  » * n *  '  “ u ;
d e l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n  j u n t o  t o t a l  de  v e r t i c e s  a^  ^ j , 0 i
c o n  e l  o r d e n  e s t a b l e c i d o ;  l a  e c u a c i d n  de  d i c ^ o  h i p e r p l a n o  l a  
a b r e v i a d e m o s  d e l  s i g u i e n t e  modo i ,
I '
(  S '  *  -  "vu ) “  °
d o n d e  e ^  e s  e l  v e c t o r  d i r e c c i o n a l  d e l  h i p e r p l a n o , c u y a  e x p r e s l o n  
e x p l f c i t a  y a  c o n o c e m o s .
A h o r a  vam os a r e c o n o c e r , m e d i a n t s  un  c r i t e r i o  a n a l f t i c o , s i  e l  p o l f ­
g o n o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j u n t o  o r d e n a d o  d e  s u s  v e r t i c e s  es  a l a b e a d o  
c o n v e x o .
En p r i m e r  l u g a r , p a r a  q u e  e l  p o l f g o n o  s e a  a la b e a d o  p r é c i s a  y  b a s t a ,
,  ,  ( e n  g e n e r a l )
q u e  l a  s u c e s i o n ( t r a n s f i n i t a  d e  n u m é ro s  r e a l e s
( ° .  '  -  "w  ^ , WJ -CI i  t-ir
t e n g a  a l g u n  t e r m i n e  no  n u l o , l o  c u a l  e x p r e s a  q u e  a l g ü n  v é r t i c e  d e l  
p o l f g o n o  y a c e  f u e r a  d e l  h i p e r p l a n o  ^ 3 j  ,  d e t e r m i n a d o  p o r  l o s  4- 1 
p r i m e r o s .
B h o r a  b i e n , s i  e l  p o l f g o n o , y a  a l a b e a d o  c u a n d o  c u m p le  l a  c o n d i c i o n  
c a r a c t e r f s t i c a  l o g r a d a , h a  de  s e r  c o n v e x o , s e  t i e n e  q u e  v e r i f i c a r  
q u e  l a  s u c e s i o n
( " o  '  " i  -  " w  '  '  w  <  i  6  j-l/
ha  de  c o n t e n e r  a l g u n  t é r m i n o  no  n u l o ,  y t o d o s  l o s  q u e  l o  s e a n
t l e n e n  s i g n o  c o n s t a n t e .
L a  c o n v e x i d a d  d e l  p o l f g o n o  a l a b e a d o , s e  r e c o n o c e  e l i g i e n d o  c u a l  —
q u i e r  s u c e s i o n  i n f i n i t e  a , a , a , . . . ,  a , . . .  en  l a s
1 2 3 n
m is m a s  c o n d i c i o n e s  q u e  l a  s u c e s i o n  » 0 C n LU , c o n s i —
d e r a d a  a n t e s .  A s f  p u e s , u n a  s u c e s i o n  de v é r t i c e s  c o n s e c u t i v o s  d e l  
p o l f g o n o  d a d o , l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y q u e  g e n e r a n  u n  s u b e s ­
p a c i o  c e r r a d o  m a x i m a l .
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Con m a y o r  p r e c i s i o n  *
Sea e l  o r d i n a l  que  n o m b re  e l  p r i m e r  t é r m i n o  d e  l a  s u c e s i o n
a .  » 9 .  * *4 » • • • » * !  # • • • 9 0 n ^
1 2 ^ 3  n
s i e e d o , p u e s ,
0 <  ^  ^  \ y  ,
E s t a  s u c e s i o n  o r d i n a r i a , s e  p u e d e  e n t o n c e s  d e n o t a r  m e d i a n t s
s
o b i e n
a d v i r t i e n d o , q u e  cu a n d o  a , u l t i m o  v é r t i c e  d e l  p o l f g o n o , f i g u r a  en
e s t a  s u c e s i o n , l o s  t é r m i n o s  s u c e s i v o s  de  l a  s u c e s i o n  n v u e l v e n  a
s e r  a ^ ,  a ^ ,  a ^ ,  . . .  l o s  p r i m e r o s  de l a  s u c e s i o n  t r a n s f i n i t a  de
t o d o s  l o s  v é r t i c e s   ^ » 0 Zi. i  ^  j . / ,
E l  v é r t i c e  s u c e s o r  i n m e d i a t o , a  t o d o s  l o s  v é r t i c e s , d e  l a  s u c e s i o n
o r d i n a r i a  e l e g i d a  ! 4 J  e s , p o r  t a n t o  a .
E l  h i p e r p l a n o  d e t e r m i n a d o  q u e  p a s a  p o r  l o s  p u n t o s  de l a  s u c e s i o n
*  ^  » *  - *.1 » *  v: 4-2 » * * • » "  ;4 -n  '  '  *  JJ
c u y a  e c u a c t o n  e x p l f t i t a  y a b e m o s , l a  a b r e v ia m o s  d e l  modo s i g u i e n t e
(  {  '  "  -  •
L a  c o n d i c i é n  de l a  e x i s t e n c l a  de  v é r t i c e s  d e l  p o l f g o n o , e x t e r i o r e s  
a e s t e  h i p e r p l a n o  y en e l  m ismo s e m i e s p a c i o  c o n  r e s p e c t o  a é l , se  
e x p r e s a , d i c i e n d o  que  l a  s u c e s i o n  de n u m é ro s  r e a l e s
' i -  '  0 -  1 4 I*' . 1 *  n , 0 4 n <; lU
c o n t i e n e  t é r m i n o s  no n u l o s  y  é s t o s  so n  de s i g n o  c o n s t a n t e .
S i , e n  v i r t u d  de l o  e x p u e s t o , p a r a ° o r d i n a l  ^  que  no m b re  un  v é r t i c e  
d e l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j u n t o  de  p u n t o s  b i e n - o r d e n a d o  | ^  \ » 
0 ^  i  ^  I'*' ;  a p a r t i r  d e l  v é r t i c e  a , , 0 j'L , se p u e d e
c o n s t r u i r  u na  s u c e s i o n  de v é r t i c e s  c o n s e c u t i v o s , q u e  g e n e r a  un s u b ­
e s p a c i o  c e r r a d o  m a x im a l  ; h i p o t e s i s  q u e  a h o r a  a d m i t im o s  e x p l f c i t a — 
m e n t e ;  e l  c r l t e r i o  d e  c o n v e x i d a d  p a r a  e l  p o l f g o n o  a la b e a d o  v i e n e
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d a d o  , p e r o  a h o r a  p a r a l o d o  ^  , 0 <  % 4 : , p o r  l a s  c o n d i c i o n e s
q u e  hemos d i c h o  q u e  s a t i s f a c i a n  l o s  v é r t i c e s  / r e s t a n t e s  d e l  p o l f ­
g o n o ,  a p a r t #  de  l o s  v é r t i c e s ,
“ v^ » 2 » • • • »  " v i - n  '  * +
h i p e r -
c o n  r e s p e c t o  a l  f i i t p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  e s t a  s u c e s i o n  de  t i p o  
tO 4- 1 ,  c u y a  e c u a c i é n  es
Podemos s i n t e t l z a r  l a s  c o n d i c i o n e s  o b t e n i d a s , d e  p o l f g o n o  a la b e a d o  
y  p o l f g o n o  a la b e a d o  c o n v e x o , a n  e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  s e p a r a b l e ,  
m e d i a n t s  e l  u so  d e  s f m b o l o s  l 6 g i c o s , d e l  modo s i g u i e n t e , c o n s e r v a n d o  
n a t u r a l m e n t e , e l  s i g n i f i c a d o  de  l a  n o t a c i é n  e m p le a d a .
L a  c o n d i c i é n  p a r a  q u e  e l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o e  e l  c o n j u n t o  b i e n -  
o r d e n a d o  de  s u s  v é r t i c e s  a ^ ^  , 0 <C 1 ^  |V  » se a  a la b e a d o  es
<< " o  • * 1  ■  V  ’  °  ) j
W < i  é p
y l a  c o n d i c t o n  p a r a  q ua  e l  p o l f g o n o , y a  a l a b e a d o , s e a  c o n v e x o  as
/ \  ^ j  tic') ^ V ) .
0 < 0 ^ 1^'
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g .  . DETERdlINAClDN Y ECUACION;EN EL ESPACIO DE H ILBE R T GENERAL;
DE UN HIPERPLANO QUE PASA POR UN PUNTO OAOO Y ES PARALELO A L 
SUBESPACIO L IN E A L  IflAXimAL CERRADO, QUE CONTINE UN 5ISTEHIA 
DADO DE VECTORES LINEALWENTE INDEPENDIENTES.
Comenzamos p o r  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  mas s e n c i l l o , en d o n de  e l  
p u n t o  e l e g i d o  es e l  o r i g e n  0 d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  g e n e r a l  E ,  
I H i e n t r a s  que  e l  s l s t e m a  de  v e c t o r e s  ^e^^ i  I  , que  g ene  r a  
e l  s u b e s p a c i o  m a x im a l :  c e r r a d o  L ( e^  ) , 1 ( ^ 1  ^ suponem os  q ue  
c o n s t i t u y e n  un  s l s t e m a .  o r t o n o r m a l ,  a l  c u a l  es  una  b a s e  o r t o n o r ­
m a l , p u e s , d e l  s u b e s p a c i o  g e n a r a d o  p o r  e l l o s .
L a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  d e b e  s e r  de  l a  fo rm a
( Bjj » X ) = 0
d o n d e  e l  v e c t o r  e^ /  D v e r i f i c a  l a s  s i g u i e n t e s  r e l a c i o n a s
( 0o ®i  ^ ~ ^ r i 6  I .
P o r  e l l o ,  es un v e c t o r  o r t o g o n a l , n o  n u l o , a l  s u b e s p a c io  , l i n e a l  
L ( ) , i  Ç  I  ;  y ,  p o r  t a n t o ,  e s t é  s l t u a d o  en e l  s u b e s p a c io
o r t o g o n a l  y  u n i - d i m e n s i o n a l  E -  L (  e^ ,. i ^ I .
E l  v e c t o r  e se  d é t e r m i n a  m e d i a n t s  u n  v e c t o r  e d e l  e s p a c i o  
o
E ,  t a l  q u e  e L {  )  , i  ^  I  .
E l  v e c t o r  e t i n e  s o b r e  L ( e^ ) ,  i  Ç  I  ,. l a  p r o y e c c l o n
® ^  ( 8 , 8 ^ )  8^Pr,
i  Ç I
en d o n d e  s o l o  h a y  u n  c o n j u n t o  n u m e r a b l e , a l o  m a s ,d e  t é r m i n o s  no 
n u l o s .
La  h i p o t e s i s  de que  e L ( e^  ) i  G I  , se p u e d e  e x p r e -
-  ^  ( 8 , 8 j ^ )  /  0  »
i  G  I
s a r  p o r
— 6i3—
O» b i e w , m e d l a n t e  l a  n o rm a ,m a s  s a n d  11 a m e n ta ,  an v i r t u d  da l a  
c o n t i n u l d a d  d e l  p r o d u c t o  e s c a l a r  t
2
9 -  ^  ( e ^ o ^ )  9 j  =  ( b -  ^  )ej^ '  ® ^  )  =
i ^ i  i  e I  1 €  I
2e
E l  v e c t o r  b u s c a d o  e^  e s , ,p u e s
i  6  I
que s a t i s f a c e  l a  c o n d i c i o n  a n t e r i o r  1 J  •
La  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  ( e^ ,  x }  =  0 ,, es e x p re s a m e n te
( e -  ^  (e f8 j_ ) '  0 j  r  X ) = □ .
i  I
S i  q u ô re m o s  l a  e c u a c i ô n  d e l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  e l  p u n to  b 
y/ as p a r a l e l o  a l  s u b e s p a c i o  m a x im a l  c e r r a d o  L ( e ^ ^ ) , i G ^  *
no te n e m o s  mâs que  e s c r i b l r
( a  -  ^  ( a , 0 j )  ,  X -  b ) =  0
i  €  I
S e a , de modo més g e n e r a l ,  ^ a^  ^ ^  , i  G I  , un  s l s t e m a  de
v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s , que g e n e r a n  un s u b e s p a c io  
l i n e a l  m a x im a l  c e r r a d o  ( h i p e r p l a n o  c e r r a d o  p o r  e l  o r i g e n )  L , 
1 I  (  en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  g e n e r a l  E .
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Oeseam os l a  e c u a c io m  d e  e s t e  h i p e r p l a n o , d e  l a  Forma
( c ,  X ) =  G.
P a r a  e l l o ,  e l e g i m o s  una b a s e  o r t o n o r m a l  e^  ^ ,  1 ^  I ' ,  d e l
s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x im a l  c e r r a d o  L ( a ^ ) , i ^ I ; d e  modo
q u e  l o s  v e c t o r e s  e^ =  e^  ( L  (a  ) , i ^ I ' ^ J G I »  d e p e n -
d e n  d e l  s u b e s p a c i o  L ( a ^ ) , . i Ç  I .
De l a  m ism a m a n e ra  que  en l a  p a g i n a  a n t e r i o r , f o r m u l a  ^ 1 J  , d e t  e r -  
m in am o s  un  v e c t o r  e^  =  e ( L ( a ^ )  ) ,  i  G I  , e l  c u a l  a h o r a
d e p e n d e  d e l  s u b p a s c i o  L  ( a^  ^ ) ,. i  G  I  ,  q u e  s a t i s F a g a  l a  r e l a -
c i o n  :
Y  <  i i ° i r -  [ " ' J
i  6  r
F i n a l m e n t e , h a l l a m o s  e l  v e c t o r  d i r e c c i o n a l  c^  d e l  h i p e r p l a n o  
b u s c a d o , c o m o  hemos d i c h o  en l a  p a g i n a  a n t e r i o r , p a r a  e l  v e c t o r  e^ , 
es  d e c i r
L L  \  , L ,  L:  =  e -  ?  e^ .c
i  G  r
A s f  pues  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  c e r r a d o  que p a s a  p o r  e l  o r i g e n
0 d e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  y c o n t i e n e  a l  s i s t s m a  de v e c t o r e s
1 Ç: I , t i n e  p o r  e c u a c i o n  l a  s i g u i e n t e
( c*“  ,  X ) = 0
o b i e n , d e  f o r m a  mas d e t a l l a d a
( 0^  -  ( a , e ^ )  e^ ,  x ) =  0 ,
i  €  I '
A n a lo g a m e n t e , s e  o b t i e n e  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  d e l  e s p a c i o  
g e n e r a l  de H i l b e r t  E , y que  es p a r a l e l o  a l  h i p e r p l a n o  c e r r a d o ,  
p o r  e l  o r i g e n  que  c o n t i e n s  a l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  {  ^ , i  c  I  *
g e n e r a d o r e s  d e l  c i t a d o  h i p e r p l a n o  c e r r a d o  y l i n e a l m e n t e  i n d e p e n ­
d i e n t e s  t
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s i e n d o  l a  e c u a c i o n , e n  f o rm a  mas d e t a l l a d a , .
( (e»e^X, ,, x -  b ) = 0
i  G I '
2 0 . V  POLIGONOS ALABEADOS CONVEXOS EN EL ESPACIO PE H IL B E R T  GinERAL
I N / r iN IT O - D I IT IE N S IO N A L  t  C R ITE R IO  DE CONVEXIDAD DE LOS POLIGONOS 
ALABEADOS DE ESTE ESPACIO .
Oado un  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  b i e n - o r d e n a d o  y  c o n  u l t i m o  e l e n e n t o ,  
d e l  e s p a c i o  g e n e r a l  d e  H i l b e r t  E , pod em o s  e m p l e a r  l o s  n u m é ro s  
o r d i n a l e s  t r a n s f i n i t o s , p a r a  e n u m e r a r  l o s  e l e m e n t o s  d e l  c o n j u n t o ,  
en  c u e s t i o n  p e s  d e c i r
,  1 4  1 ^  JV
a c e r c a  de  e s t e  c o n j u ü t o  i n t r o d u c i m o s  h i p é t e s i s  c o n v e n i e n t  e s , p a r a  
p o d e r  de F i n i r  u n  p o l f g o n o  c u y o s  v e r t i c e s , a s f  o r d e n a d o s , seen  l o s  
p u n t o s  d a d o s  d e l  c o n j u n t o .
En p r i m e r  l u g a r , s u p o n e m o s  q u a  e l  c o n j u n t o  e s  i n F i n i t o , y  p i r  e l l o  
d e  t i p o j o r d i n a l  4- 1 ;  t a m b i é n  a d m i t i m o s  q u e  e l  nu m é ro  c a r d i n a l  
d e  p u n t o s  d e  e s t e  c o n j u n t o  es  s u p e r i o r  a l a  d i m e n s i o n  a l g e b r i s a  
d e l  e s p a c i o
j 4- 1 I y -  ( d im  E ) ' ^ o  •
A h o r a  c o m e n z a n d o  c o n  e l  p r i m e r  e l e m e n t o ,  a^ ,  d e l  c o n j u n t o  d a d o
vam os a h a d i é n d o l e  e l e m e n t o s  c o n s e c u t i v o s , u n o  a u n o , d e l  c o n  j u n t o  
b i e n - o r d e n a d o  , 1 ^  i  <  ^  , s i e n d o  t o d o s  e l l o s  l i n e a l ­
m e n te  i n d e p e n d i e n t e s y p o r  h i p é t e s i s ; h a s t a  a l c a n z a r  u na  s u c t s i é n  
t r a n s f i n i t a  d e  p u n t o s  q ua  g e n a r e n  u n  s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x im a l  y 
c e r r a d o .
—  6&—
P o r  8 90»  l a  s u c e s i â n  t r a n s f i n l t a  
8j^  » ®2 * ’ t  •  r » •••■» *
da t i p o  ^  f e s t a  f o r m a d a  p o r  v e c t o r e a  l i n e a l m e n t e  i n d e p a n d i a n t e s ;  
y ademas a d m l t i m o s  t a m b i a n ,  q u a  a l  s u b a s p a c l o  l i n e a l  g e n a r a d o  p a r  
e s t e  s i s t e m a  d a  v e c t o r e a
L ( = l  ) .  I  <  lis’
as m a x i m a l  y / c e r r a d o  an  e l  e s p p c i o  d e  H i l b e r t  g e n e r a l  E .
Da e s t a s  h i p o t e s i a  se  d a s p r e n d e , p u e s t o  q u a  s o l o  h a c e  f a l t a  = d j u n -  
t a r  a l  s i s t e m a  d e  v e c t o r e a  ^ a ^ ^  ,  1 ^  ^  , un  u n i c o  v e c t o r  o a r a
o b t e n e r  u n a  b a s e  de  t o d o  e l  e s p a c i o  E q u e  e n t r e  a l  c a r d i n a l
d a l  o r d i n a l  k  4- 1 , y  l a  d i m e n s i o n  d e l  e s p a c i o  E s u b s i s t e  l a
r a l a c i o m
■ n
k  4- 1 =  ( d im  E )
L a s  h i p o t e s i a  a d m i t i d a s  p a r a  l a  s u c e s i o c  t r a n s F i n i t e  , i  ^
q u e ,  p r i n c i p l e  c o n  e l  p r i m e r  e le m a n t o  d a l  c o n j u n t o  t o t a l  b i e r r -  
- o r d a n a d a »  l a s  a d m l t i m o s  p a r a  t o d a  s u c a s i o n  t r a n s f i n l t a  q u a  c o -  
m ie n c a  coc< c u a l q u i e r  e l e m e n t s »  a ^  » d e l  c o n  j u n t o  t o t a l , p o r  l o  
c u a l  1 ^  ^  I ' l ' . 0  s e a , l a  s u c e s i d n  t r n a s f i n i t a
^ *■ '' *■ ® f 4 - n  '  (  n <. > )
da t i p o  S » e s t â  c o n s t i t u i d a  p o r  un^ s i s t e m a  d e  v e c t o r e a  l i n e a l — 
m a n ta  i n d a p e n d l e n t e s , q u a  g e n e r a n  un  s u b e p a c i o  m a x i m a l  c e r r a d a „
E l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n  j u n t o  da p u n t o s  ® ^ ^  '
a s  l a  f i g u r a  u n i - d i m e n s i o n a l  f o r m a d a  p o r  l a  r e u n i o n  da l o s
s a g m e n to s  r e c t i l i n e o s  q u a  u n e n  c a d a  v a r t i c a  c o n  e l  s i g u i e n t e  y
a l  u l t i m o  a ^  c o n  e l  p r i m e r o  ®£ *
E n te n d e m o s ,  como hem os d i c l J b  p a r a  o t r o s  e s p a c io s B ,  qu a  a l  p o l f g o n o  
da v e r t i c e s  a ^  , 1 ^  i  ^  » es  a l a b e a d o  c u a n d o  no  t s d o s
l o s  v e r t i c e s  p e r t e n e c e n  a u n  m ismo h i p e r p l a n o  d e l  e s p a c i o  E .
•*67"*'
Un c r l t e r i o  a n a l f t i c o  p a r a  a u e r l g u a r  s i  un p o l f g o n o  d e l  e s ­
p a c i o  d e l  H i l b e r t  E es  a l a b e a d o , s e  e s t a b l e c e  d e l  s i g u i e n t e  
modo :
Se d é t e r m i n a  e l  v e r t i c e  c o n s e c u t i v e  a l a  s u c e s i o n  t r a n s f i n l t a
®2 *' * * *' *  » ■ • • • -  ( i ^ k )
en e l  c o n j u n t o  t o t a l  de  v e r t i c e s , v e r t i c e  e x i s t a n t e  p o r  e s t e r
e l  c o n  j u n t o  t o t a l  dse v e r t i c e s  b i e n - o r d e n a d o »
E l  v e r t e s  en c u e s t i â n » v i e n e  p u e s  n o m b r a d o  p o r  e l  o r d i n a l  ^  j  
p o r  t a n t o ,  s e  t r a t a  d e l  p u n t o  a ^  .
A h o r a  s e  r e q u i e r s  e l  h i p e r p l a n o  q u e  c o n t i e n s  a l o s  p u n t o s  
d e  l a  s u c e s i o n  de  t i p o  o r d i n a l  4- 1
» ®2 * » • • •  r  ®£ » • ■• • • ?  a ç
e u y a  e c u a c i o n  e x p l i c i t a  se  h a l l e , c o m o  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  
q u e  p e s a  p o r  e l  p u n t o  a _ y  e s  p a r a l e l o  a l  h i p e r p l a n o , p o r  e l
o r i g a n ,  q u e  c o n t i e n e  a l a  s u c e s i o n  d e  p u n t o s , d e  t i p o  k
1^2^ a^  ^ — a ^  » Sg — a ^  » a ^  — a ^  ,  — a ^ , « . «  ( i ^ S ) .
S i  e s t e  s i s t e m a  d e  v e c t o r e s  e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t a , e l  v e c t o r  
a ^  , n e c e s a r i ame n t e  d e p e n d e  l a  s u c e s i o n  ^ 1 ]  , p o r q u e  e s t a  es 
l i n e a m e n t e  i n d e p e n d i e n t a , p o r  h i p o t e s i s  » En t e l  c a s o  e l  h i p e r p l a n o  
p a s a  p o r  e l  o r i g a n  y c o n t i e n e  l a  s u c e s i o n  de p u n t o s  j j .  ^  .
En e l  c a s o  c o n t r a r i o » h e m o s  de  h a l l a r  l a  e c u a c io n  d e l  h i p e r p l a n o  
que  p a s a  p o r  e l  p u n t o  a ^  y es  p a r a l e l o  a l  h i p e r p l a n o , p o r  e l  
o r i g a n , q u e  c o n t i e n e  a l  s i s t e m a  de v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n -  
d i e n t e s  |^ 2 ^  , como ya  sa b e m o s  h a c e r » s e g û n  l a  s e c c i o n  a n t e r i o r »  
S a b ie n d o  ya  d e t e r m i n a r  e l  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  l a  s u c e s i o n
de  v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s  [® j^ ( ‘ » f  i  ^  r  d e l  p o l f g o n o  ;
a b r e v ia m o s  l a  e c u a c i o n  de  d i c h o  h i p e r p l a n o , e n  l a  f o r m a
(  c ^  ,  X -  3 g  ) =  0 .
Y de  a q u f » d e d u c im o s  un  c r i t e r i o  p a r a  a v e r i g u a r  s i  e l  p o l f g o n o
d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j ü n t o  b i e n - o r d e n a d o  de sus  v e r t i c e s  I ®£ \ »
—@8—'
1 &  i  ^  » B9 a la b e a d o  d e l  s i g u i e n t e  raodo, c u a n d o  l a  s u c e s i o n
t r a n s f i n i t a
(  c*^ » a ^  -  a ^  ) ;  <  i  jV
t i e n e  a l g u n  t e r m i n o  no n u l o .
C o n s e r v a n d o  l a  n o t a c i o n  u t i l i z a d a ,  l a  c o n d i c i o n  de  p o l f g o n o  
a l a b e a d o  l a  podem os  e x p r e s a r  mas c o n c i s a  y p r e c i s a m e n t e , a s f
(  (  c "  ,  )! (4 0 )'
E l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j u h t o  b i e n - o r d e n a d o  d e  s u s  v e r t i c e s ,  
d i û e m o s  que  e s  a l a b e a d o  y  c o n v e x o , c u a n d o  l o s  h i p e r p l a n o s  d e t e r m i -  
n a d o s  p o r  l a s  s u c e s i o n e s ;  t r a n s f i n i  t a s  de  v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s ,  
d e j a n  en un  m ism o  s e m i e s p a c i o »  c o n  r e s p e c t e  a d i c h o  h i p e r p l a n o ,  
l o s  r e s t a n t e s ;  v e r t i c e s , d e l  p o l f g o n o » b o r d e  i n c l u i d o  ; p e r o  une  a l  
m en o s»  de l o s  v e r t i c e s  no  y a c e  en e l  h i p e r p l a n o  r e f e r i d o .
En c u a n t o  a l  h i p e r p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  l a  s u c e s i o n  {  ^ ^  i  $
l a  c o n d i c i o n  p a r a  q u e  e l  p o l f g o n o i  s e a  c o n v e x o  a l a b e a d o , e s  q u e  l a  
s u c e s i o n  t r a n s f i n l t a  de  n u m é r o s  r e a l e s
( c*" » a^  -  aç )
G
t e n g a  a l g û n  t é r m i n o  no n u l o , y  t o d o s  l o s  que  l o  se a n  p o s e a n  s i g n a  
c o n s t a n t e »
E l  p o l f g o n o  es e f e c t i v a m e n t e  a l a b e a d o  c o n v e x o , c u a n d o  e s t a  m ism a  
c o n d i c i o n  l a  v e r i f i q u e  t o d a  s u c e s i o n  t r n a s f i n i t a , i n i c i a d a  a p a r t i r  
d e  un  v e r t i c e  c u a l q u i e r a  a ^  , 1 ^  ^  ^  , d e l  p o l f g o n o .
Con mas d e t a l l e  :
Sea a , ^  un  v e r t i c e  a r b i t r a r i o  d e l  p o l f g o n o ; l e  a M a d im o s , uno
a u n o »  l o s  v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s  h a s t a  l l e g a r  a un s i s t e m a  de  
v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y  q u e  g e n e r e n  un  s u b e s p a c i o  
l i n e a l  m a x im a l  y c e r r a / d o » l o  c u a l  es  p o s i b l e , p o r  h i p o t e s i s ;  s i e n d o  
l a  s u c e s i o n
—69—
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d e t e r m l n a m o s  t a m b i e n ^  e l  v e r t i c e  s u c e s o r  i n m e d i a t a  a e s t a  s u c e s i o n
d e  tJ -p o  ^  f, v e r t i c e  q u e  ha de s e r  a ^  r  .
^  T O
C l  h i p e r p l a n o  que  c o n t i e n e  a l o s  p u n t o s  de l a  s u c e s i o n  de t i p o
S * -  1
* $>1  * %'4-2 ^ "
l o  c o n o c e m o s  p o r  su e c u a c i o n  e x p l i c i t a , l a  c u a l  c o n d e n s a n o s  en
E x p r e s a m o s  q u e  l o s  r e s t a n t e s  v e r t i c e s  d e l  p o l f g o n o  e s t i n  en  e l  
m ism o  s e m i e s p a c i o , c o n  r e s p e c t o  a e s t e  h i p e r p l a n o , d i c i e n d o  q u e  l a  
s u c e s i o n
(  ■= 4  1 4
posee  t e r m i n o s  no n u l o s , y  l o s  que l o  sean t i e n e n  s i g n o  c o n s t a n t e .
De mener a mas b r e v e  y p r e c i sa , . v am o s  a e x p r e s a r  l a  c o n d i c i o n  pa ra  
que un p o l f g o n o , s i e n d o  a l a b e a d o , t a m b i e n  sea c o n v e x o ,  A n t e s , emparo , 
hacemoa una o b s e r v a c i o n  n e c e s a r i a . S i ,  a l  c o n s t r u i r  una s u c e s i o n  
de v e r t i c e s  c o n s B C u t i v o s , e n c o n t r a m o s  e l  u l t i m o  v e r t i c e  d e l  p o l f ­
gono ,  a ,  e l  s i g u i e n t e  a e s t e  se e n t i e n d e  e l  p r i m e r o  a 
d e l  p o l f g o n o , y ■ p a r t i r  de aq u f ,e m p l ea m os  e l  o r d e n  i n i c i a l  de 
v e r t i c e s .
Con l a s  n o t a c i o n e s  u t i l l z a d a s , e l  p o l f g o n o  a l ab ead o  es con vex o ,  
cua&ndo se v e r i f i c a  l a  c o n d i c i o n  c a r a c t e r f s t i c a
' I t - i )
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En urr. e s p a c i o  l i n e a l  g e n e r a l  y  r e a l  E , c o n s id e r e n r o s  un  s i s t e m a  
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  d e  v e c t o r e s  r  f  ^  ^ • q u "  g e n e r a
um s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x im a l  L ( e ^ ) ' ,  i ^ I ,  d e l  e s p a c i o  
l i n e a l  E .
Sea
^  L  (  9 i
e n t o n c e s
1 %  •' * i i  '  '  6  I
e s , p u e s , u n a  b a s e  d e  t o d o  e l  e s p a c i o  E .
Como e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  P (x ) )  ,  q u e  d é t e r m i n a  e l  h i p e r p l a n o  , p o r  
e l  o r i g e O y  y/ c o n t i e n e  e l  s i s t e m a  d e  p u n t o s
d e t e r m i n a d o , . a  memos de u n a  c o n s t a n t e  de  p r o p o r c i o n a l i d a d ,  y 
f  ( e ^  )) >? 0 ;  d i c h o  f u n c i o n a l  l i n e a l  e s t a  d e f i n i d o  c o m p le t a m e n -
t e ,  p a r  l o s  v a l o r e s  que  t o  map en  l a  b a s e  (  | ^  » d e l
modo s i g u i e n t e
f  ( e ^  )' =  1 ,  r  (  )  = 0 ,  i  I  .
L a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o , a s f  d e f i n i d o ,  p o r  f  es 
f  (  X I  =  0 .
S e a , a h o r a ,  a ^ j  , i  5  I  ,  un  s i s t e m a  d e  v e c t o r e a  l i n e a l m e n t e  i n — 
d e p e n d i e n t e s ,  q u e  g e n e r a  un  s u b e s p a c i o  m a x i m a l  L ( a ^ ) , i ( ^ I  
d e l  e s p a c i o  l i n e a l  E .
S i  q u e re m o s  d e t e r m i n a r  l a  e c u a c i o m  d e l  h i p e e p l a n o , p o r  e l  o r l g e n ,  
q u e  d e f i n e n ,  c o n  r e s p e c t o  a u n a  b a s e  f i j ' a  d e l  e s p a c i o  ,   ^ e j. - ,
Ji ^  ,  I ' - I  Î  e x p r e s a m o s  c a d a  v e c t o r  , i  t :  I
 ^Jel <?spKio t
c o n  r e s p e c t o  a l a  b a s e  ,  i  ^  1 » d o n d e  a^  es i m
v e c t o r  e l e g i d o , t a l  qua
^  L (  >1 )* ,  1 €  I  ,
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Os modo q u e  s e  o b t l e r r a
• i  -  * 1 .  * 0  *• y ’ i j  * j  .  1 6 1 ' .  ,
Ji G I  I
d o n d e  a s o l e  t i e n e  U fr  n u m é ro  f i n i t e  de  v a l o r e s  no  n u l o s , p a r a  
c a d a  i  ^  I ' .
E l  f u n c i o n a l  f  (  x  )  l i n e a l , q u e  d e f i n i e e  e l  h i p e r p l a n o , e n  c u e s t i é n , '  
v e r i f i c a
f  ( > =  0  .  J  G  I  •
De d o n d e
j
'  (  '  =  * l a  * o  >' *■ '■< ’ }  >' =  * 1 0  • ‘  ^  ' '
J1 t  I  I
h a b i e n d o  s u p u e s t o , c o m o  e s j l f c i t o  y  ye  J i u s t i f i c a d o ,  f  (  )' =  1 .  î
E l  f u n c i o n a l  l i n e a l  f  , d e f i n i d o  p o r  l o s  v a l o r e s  en l a  b a s e  |  e^^^ !
I  <z I
( ^ i  )  =  " i o  '  1 G  I '  ;
p e r m i t s  r e p r e s e n t a r  e l  h i p e r p l a n o  (  p o r  e l  o r i g e n )  d e f i n i d o  p o r  [
e l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s   ^ a^  ^ ^ ,  i  G I  ,
p o r  l a  e c u a c i o n
f  ( X )  =  0 .  !
C u a n d o  de  t r a t a  d e l  h i p e r p l a n o , q u e  p a s a  p o r  e l  p u n to  b  , y  es  
p a r a l e l o  a l  s u b e s p a c i o  m a x im a l  d e t e r m i n a d o  p o r  e l  s i s t e m a  d e  v e c t o r e s  
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  [  * £ \  » i  G  I  ? 1 *  e c u a c i o n  d e l
h i p e r p l a n o  e s
f  ( X -  b )  =  D ,
s i e n d o  f  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l , d e t e r m i n a d o  p o r  l a s  v a l o r e s  en  l a
b a s e  i  ®jjî ]  » j i  G  I  '  , como a n t e s .
D b s e rv e m o s  q u e  l a  r a z o n  de  d é f i n i r  e l  h i p e r p l a n o  eue p asa  p o r  l o s  
p u n t o s   ^ r  i  G  I  ,  m e d i a n t s  s u  e c u a c i o n  r e f e r i d e  a l a  b a s e
f i j e  d e l  e s p a c i o  , | e v t i  G  I '  ? s e  j u s t i f i e s  p o r  e l  h e c h o
i  J  '
d e  q u e , a  v e c e s ,  h a n  de u t i l i z a r s e  v a r i o s  h i p e r p l a n o s  e i n c l u s o  i n ­
f i n i  t o s ,  s i m u l t â n e a m e n t e  ;  como v e re m o s  mas a d e l a n t s .
2 2 > P0L1G0N0S ALABEADOS CONVEXOSr EH ÜB ESPACIO L IN E A L  GENERAL t
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C o n s ld e r e m o s  un  c o n  j u n t o  i n f  i n i  t o  d a  p u n t o s , e n  un< e s p a c i o  l i n e a l  
g e n e r a l  E , c o n  j u n t o  q u e  d o ta m o a  d e  un i b u e n - o r d e m ,  y  s u p o ne m o s  q u e  ü lg  At: 
u l t i m o  e l e m a n t o .
L a  e n u m e r a c io m  d e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  l a  e f e c t u a m o s  p o r  m e d io  d e  
o r d i n a l e s  t r a n s f i n i t o s ;  p o r  e l l o  podem os e x p r e s a r  e l  c o n J u n t o  
b i e n - o r d e n a d o  y  c o n  u l t i m o  e l e m e n t o , a s f
( • i !  > *  '  *  -  p  >
y  s e  t r a t a ,  p u e s , d e  u n  c o n  j u n t o  b i e n - o r d e n a d o  d e  t i p o  o r d i n a l  4- 1 ,
O e f i n i m o s  como p o l f g o n o , d e l  e s p a c i o  l i n e a l  E ,  c o n  e l  c o n j u n t o
b i e n - o r d e n a d o  de v e r t i c e s  |  ® j  ,  1 G  i  G  j'l  ^ » l a  f i g u r e  l i n e a l
u n i —d i m e n s i o n a l , c o n s t i t u i d a  p o r  l a  r e u n i o n  de s e g m e n te s  r e c t i l i n e o s
* i 4 * lq u a  u n e n  c a d a  v e r t i c e  a ^  a l  s i g u i e n t e  y  e l  u l t i m o  a a l
p r i m e r a  a ^ .  Oe m a n e ra  mas d e s a r r o l l a d a , e l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  
l o s  v e r t i c e s  a^  ^ (  H G  i  G  )' ®s l a  f i g u r a  l i n e a l
[ d - t f  <• 1 y  [ d - t f  I - 1 .3 ] y  (1-t) 33 ». t y  . . .
U  I'*-* *£ "n-i] U  ••• U  ‘  5 ' 1 1 - 1' '
d o n d e  t  e s  un  n u m é ro  r e a l , t a l  q u e  0 — t  ^  1 .
C on  e s t a  d e f i n i c i o n  d e  p o & f g o n o , n o s  ocupam os  de  l o s  p o l f g o n o s  
a l a b e a d o s , e n  p a r t i c u l a r .  L la m a m o s  p o l f g o n o s  a la b e a d o s  a q u e l l o s ,  
c u y o s  v e r t i c e s ;  no p e r t e n e c e n  a u n  m ism o  h i p e r p l a n o .  P a r a  e l l o ,  
n e c e s i t a m o s  q u e  e l  c a r d i n a l  d e l  o r d i n a l  4- 1 , u s a d o  p a r a  n o m b r a r  
l o s  v e r t i c e s  d e l  p o l f g o n o , s a t i s f a g a  l a  s i g u i e n t e  l l m i t a c i o n
4- 1 >  d im  ( E ) .
S u p o n g a m o s  t a m b i é n , q u e  l a  s u c e s i é n  t r a n s f i n l t a  de  v e r t i c e s  c o n s é ­
c u t i v e s , q u e  c o m ie n z a  p o r  e l  p r i m e r  v e r t i c e  d e l  p o l f g o n o
* j » * 3  ^ • f  » » . . .  ( i  c. ^ )
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d e  t i p o  S  » e s t a  f o r m a d a  de  v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s ,  j
q u e  g e n e r a n  un  s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x im a l  d e l  e s p a f o  l i n e a l  E .
y , p o r  t a n t o ,  e l  c a r d i n a l  d e l  o r d i n a l  % 4- 1 d e b e  c é i n c i d i r  c o n  |
l a  d i m e n s i o n  d e l  e s p a c i a  E I
I ^ 4- 1 I =  d i n r  (  E
A h o r a  d e t e r m in a m o s  e l  v e r t i c e  s u c e s o r  i n m e d i a t o  a t o d o s  l o s  v e r -  |
t i c o s  de l a  s u c e s i â n  r  0 < . i < ^ , o l  c u a l  e s t i  d e t e r m i n a d o  |
p o r  t r a t a r s e  d e  un  c o n j u n t o  b i e n - o r d e n a d o , e l  c o n j ü n t o  t o t a l  d e  
v e r t i c e s ;  y , p o r  h i p o t e s i s , s e r  no v a c i o  e l  c o n j ü n t o
i "J - l’il  ^'
□ <  I  II- 0 <  I  <  ?  J
E l  v e r t i c e  s u c e s o r  i n m e d i a t o , a  l a  m e n c io n a d a  s u c e s i o n , d e  t i p o  ^  , 
e s  n o m b r a d o , p u e s , p o r  e l  o r d i n a l  C) , y  se t r a t a , p o r  e l l o , d e l  v e r t i c e  
*
L a  s u c e s i â n  t r a n s f i n i t a
d e  t i p o  o r d i n a l  4- 1 , d é t e r m i n a  u n  h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  t o d o s  
e l l o s ;  c u y a  e c u a c i o n , p u e d e  h a l l a r s e  como e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  
q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o  a y  es p a r a l e l o  a l  h i p e r p l a n o , p o r  e l  o r i -  
^ e n ,  c o n t e n i e n d o  a l o s  p u n t o s  .
■ j  ' ** » ®2 ~  » * 3 ”” *■?, * 1  ^ ^  ^  )
' ( f i g . 7 )
En  v i r t u d  de  l a  s e c c i o n  a n t e r i o r , sabem os  y a  d e t e r m i n a r  l a  e c u a c i o n
d e l  h i p e r p l a n o , e n  d i c h a s  c o n d i c i o n e s .
E n  p r i m e r  l u g a r ,  s i  e l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  |^a^ -  a ^ j  , 0 <  i  -C ^
e s  l i n e a l m e n t e  d e p e n d  l e n t e ,  ê l  v e c t o r  a.. d e p e n d e  l i n e a l m e n t e  de
l a  s u c e s i â n i  de  v e c t o r e s  a ^  ^ ,  0 C i  <  $  ;  p o r q u e  é s t o s  s£ s o n
l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s .
E l  h i p e r p l a n o  b u s c a d o  e s  , e n t o n c e s , e l  h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n ,  
q u e  c o n t i e n e  a l a  s u c e s i o n  de  p u n t o s  \  \  * 0 s. i  C  S .
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L a  e c u a c l â n  de  e s t a  h i p e r p l a n o , I g  p odem os  h a l l a r , s e g u n  hemos v i s t o  
em  l a  s e c c i é n  a n t e r i o r , m e d i a n t s  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  f ( x )  , d e f i n i d o  
c o n  r e s p e c t o  a u n a  b a s e  f i j a  d e l  e s p a c i o  E
I ' l l  .  t  é  I '
p o r  s u s  v a l o r e s  e rr  e l l a
^  (  * i  )  =  “ i o  » i  €  I '  .
s i e n d o  a ^  u n  p u n to  d e l  e s p a c i o  E , t a l  q u e  L  (  * £  )
0 <  i  <  C ,
• i  “  * 1 »  * .  ^  ^ * i j  * j i  .  t  e  I '  •
0  < 1  < S
V , f i n a l m e n t e , l a  e c u a c i é i r  d e l  h i p e r p l a n o  e s  
r  (  X )  =  0 .
C u a n d o  is l  p u n t o  a ^  no d e p e n d e  l i n e a l m e n t e  d e l  s i s t e m a  de  p u n t o s  
( v e c t o r e s } )  a ^ |  , 0 < i < ^ S ? a i  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  | a^  ^ - a ^  j  ,
0 i  <C b  ,  e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e ,  p o r q u e  s i  no l o  f u e r a ,  e l l
v e c t o r  a ^  ,  d e p e n d e r f a  l i n e a l m e n t e  d e l  s i s t e m a  [ a^^ , 0 C i  G b  »
c o n t r a  h i p â t e s i s .
L a  J u s t i f i c a c i d n  d e l  t e o r e m a  en q u e  n o s  b a s a m o s  a q u f , p a r a  a s e g u r a r  
l a  v a l i d e z  d e l  t e o re m a  c o n t r a r r e c f p r o c o , h a  s i d o  e x p u e s t a  en o t r a  
s e c c i f n  ( P & l f g o n o #  a la b e a d o s  c o n v e x o s , en e l  e s p a c i o  de H i l b e r t  
s e p a r a b l e ,  p e g .  5 i4 ) .
P a r a  d e t e r m i n a r  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o , en e s t e  ca so  g e n e r a l , 
q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o  Og , y  e a t p a r a l e l o  a l  h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n ,  
q u e  c o n t i e n e  e l  s i s t e m a  d e  v e c t o r e s
* 3  "  “ i  "  “ s » * * *  ^  ^  ^
vamos a r e f e r i r  l a  base  f i j a  , i  G  % ^  d e l  e s p a c io  E  ^ a
l a  b a s e  * J i l *  ^  C b »  d e l  m is m o .
P e r o , i n c l u s o  a n t e s  de  e s t e  c a m b io  de  b a s e , l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  
q u e  p a s a  p o r  e l  s i s t e m g  de  p u n t o s  | a ,  ,  a ^  j  , 0  i  ■G ^  , ea l a
s i g u i e n t e
f  ( X -  a>- )' =  0
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d o n d a  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  f  (  x  , e s t a  d a t e r n r i n a d e  p o r  l o s  v a l o r e s  
e rr  l a  b a s e  ^  a ^ ,  a^  ^ ^  d e l  e s p a c i a  l i n e a l  E , a s f
=  f ( a ^ >  =  I  ,  0  <  i  C  S .
A h o r a ^ i e n , c o m o  h a b fa m o s  f i j i d o  l a  b a s e  a^  ^^  ,  i  G  % * en e l  e s p a c i o  
E , p a r a  l a s  c o n s i d e r a c i o n e s  u l t e r i o r a s ;  s i  d e se a ra o s  d e t e r m i n a r  d l  
f u n c i o n a l  l i n e a l  f  (  x  ^ ,  r e s p e c t o  a e s t a  b a s a  f i j a  d e l  e s p a c i o  , 
no te n e m o s  m is  q u e  e x p r e s a r  ca d a  v e c t o r  &e a s t a  b a s a ,  core r e s p e c t o  
a l a  b a s e  { * 5^ »  a ^ ^ - a .  ^ , 0 < i - C ^ ,  d e l  e s p a c i o  E ;  l a  c u a l  es  
c i e r t a m e n t e  b a s e , p o r - q u a  e l  v e c t o r  a g ne  d e p e n d e  l i n e a l m e n t e  d e l  
s i s t e m a  de v e c t o r e s  ^ a ^ - a ^ ^  , 0 < i < - S  ,
E f e c t i v a m e n t e , s i  e l  v e c t o r  a ^  d a p e n d i e r a  l i n e a l m e n t e  da  l o s  
v e c t o r e a  a^  ^ -  a ^  ,  e x i s t i r f a  u rr  c o n  j u n t o  f i n i t e  d o  c o n s t a n t e s
r e a l e s  no n u l a s  X  .................  o (  ^  , q u o  v e f i f a r f  are l a  i
e c u a c io r e  ;
=  ^ 1  ^ * 1  ~  ^  I
i
d e  d o n d e  {
(1  4- 4" 4- , , ,  4 - a ^  =  ** ' ^ 2  * 2  \  " k  '
y  no p u e d e  s e c  n u l o  e l  c o e f i c i e n t e  (1 4- ^ 4- 4- . . .  4- C \ ^ )  da  a ^
p o r q u e  s i e n d o  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  lo s s  v e c t o r e s  a^ ,  0 «C i  \  , 
l l e g a m o s  a l  a b s u r d o
(  1 4 . 4. o ( g  4. . . .  4 -o (^  =  o y / \  = ( X ^  =  . . .  =  0^^ =  0 ) ;
y  t a m b i é n , c u a n d o  e l  m e n c io n a d o  c o e f i c i e n t e  d e  a ^  , e n  l a  e c u a c i o n
o
v e c t o r i a l  d o n d e  a p a r e c e  no es n u l o , l l e g a m o s  a o t r a  c o n t r a d i c c i é n  t 
E l  v e c t o r  a ^  d e p e n d s  l i n e a l m e n t e  d e l  s i s t e m a  d a  v e c t o r e s  , 0  < i
c o n t r a  l a  h i p â t e s i s  i n i c i a l .
P a r a  d é f i n i r  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  f  ( x f  ,  en  l a  b a s e  f l ( f a  ^ » f I  *
s â l o  sa  r e q u i e r s  . l a  p o m p o n e n te  d e  a^  c o n  r s p e c t o  a l  v e r i t o r  
b a s i c o  a ^  d e  l a  b a s a  ^  f  » 0 <  i  <- S  ^ p u e s t o  que  se t i e n s
r  ( • !> ' = •’ < "  ‘ i f '  •
"  * 1 S c  "  À -  G
t e r
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E l  p o l f g o n o  d e  v e r t i c e s  1 . * ^ ^  ,  0 G  i  G j l ' ,  s e  p u e d e  r e c o n o c e r  
como p o l f g o n o  a l a b e a d o , a i  v e r i f i c a  l a  s i g u i e n t e  c o n d i c i o n , e x p r è s a d a  
c o n  l a  n o t a c i o n  a d o p t a d a  a q u f  :
E l  p o l f g o n o  c o n s i d e r a d e  es  a l a b e a d o , c u a n d o  l a  s u c e s i o n  t r a n s  f i n i t e  
de  n u m é ro s  r e a l e s
r  ( ® i  -  a ^  )• ,  < i  é  fV'
t i e n e  un  t é r m i n o  no  n u l o , a l  m e n o s .
Oe m a n e ra  mas c o n c i s e  y  p r é c i s a  % E l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n ­
j ü n t o  b i e n —o r d e n  a d o  de  s u s  v e r t i c e s  |  a ^  |  ,  0 z i  i  4 ;  , en  un  e s ­
p a c i o  l i n e a l  g e n e r a l , es c o n v e x o  c u a n d o  v e r i f i c a  l a  s i g u i e n t e  c o n d i -  
c i â m
A c o n t i n u a c i 6 n , i m p o n e m o s  como h i p o t e s i s  e x p l f b i t a  que  a p a r t i r  de 
c u a l q u i e r  v e r t i c e  a ( 0 1g G  p  )' d e fc  p o l f g o n o  d a d o , podem os 
a g r e g a r l e  v e r t i c e s  ^  c o n s e c ù t i v o s , h a s t a  o b t e n e r , c o n  t o d o s  e l l o s ,  
u n a  s u c e s i o n  t r a n s f i n i t a
" y  » ® <^4- l  » * ‘^ 4-2 "  '  * f 4-n    (n  <  S )
d e  t i p o  o r d i n a l  O ;  d e  v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s , q ue  
g e n e r a n  un  s u b e s p a c i o  l i n e a l  m a x im a l  d e l  e s p a c i o  l i n e a l  E .
D e t e r m in a m o s  e l  v e r t i c e  s u c e s o / r  i n m e d i a t o  de t o d o s  l o s  t é r m i n o e  
de e s t a  s u c e s i o n , d e  t i p o  v e r t i c e  que  v i e n e  n o m b ra d o  p o r  e l  o r ­
d i n a l  ^  4~ ^  , p u e s ,  y se  t r a t a  d e l  v e r t i c e  a ^  ^
A h o r a  d e t e r m i n a m o s  e l  h i p e r p l a n o  que  c o n t i e n e  l a  s u c e s i o n  de  p u n t o s
" ÿ  » * f 4 - l  » ®'^’ 4-2 » • • • »  ® f 4 - n  '  :
d o  t i p o  o r d i n a l  ^  4* 1 ;  como h i p e r p l a n o  p o r  e l  p u h t o ^  y  p a r a l e l o  a l  
h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n , q u e  c o n t i e n e  l a  s u c e s i o n  d e  p u n t o s  ,
% ’ ■ '  * r i  '  ~ ' À ......................
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h i p e r p l a n o  c u y a  e c u a c i â n  e x p l i c i t a  s a b e m o s ,y -  c o n  l a  n o t a c i o r v  
e m p le a d a , c o n d e n s â m e s  an  l a  f o r m a
g ) = 0 .
E l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  e l  c o n j ü n t o  b i e n - o r d e n a d o  d e  s u s  v e r t i c e s  
I  I  ,  0 i  ^  ||z ,  s e  d e n o m i n a r é  a l a b e a d o  c o n v e x o ,  c u a n d o  c a d a
h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  u n a  s u c e s i o n  t r n a s f i n i t a  de  v e r t i c e s  c o n — 
s e c u t j . v o s , d o j a  en  u n  m ism o  s e m i e s p a c i o , c o n  r e s p e c t o  a d i c h o  h i p e r -  
p i a n o , l o s  r e s t a n t e s  v e r t i c e s  d e l  p o l f g o n o , h a b i e n d o  u n o , a l  m e n o s ,  
d s  t a i e s  v e r t i c e s ,  T u e r a  d e  1 h i p e r p l a n o  m e n c i o n a d o .
De e s t a  d e f i n i c i o n  d e  i n P i e r e  u n  c r i t e r i o  a n a l f t i c o , p a r a  d e c i d i r  
s i  u n  p è l ' f g o n o  d e  un  e s p a c i o  l i n e a l  g e n e r a l  E , e s  a la b e a d o  c o n ­
v e x  a  i
E l  p o l f  g o n e  d e  v e r t i c e s  j  ,  0  i  G. jV , e s  a la b e a d o  c o n v e x o ,
c u a e d o  p a ra  c a d a  v e r t i  c e  a , d e  e s t e  p o l f g o n o , l a  s u c e s i o n  r e a l
0  G î - -  p
p o s e e  a lg u m  t é r m i n o  no n u l o ,  y/ t o d o s  i o s  que  l o  seare t e n g a n  s i g n o  
c o n s t a n t e .
De m a n e ra  mas b r e v e  y  p r e c i s g , c o n s e r v a n d o  l a  n o t a c i é n , e l  p o l f g o n o  
d e  v é r t i c e s  <1 i  ^  ,  c u a n d o  ya  e s  a l a b e a d o ,  s e .  r e c o n o  ce
s u  e v e n t u a l  c o n v e x i d a d , m e d i a n t e  l a  v e r i f i c a c i é n ^ ^ a  c o n d i c i o n  c a r a c ­
t e r f s t i c a  s i g u i e n t e
V  Y ,  s )
0  4 s  é p
0 4 1
Y
0 4 C  4 t
C A P I T U L O  T E ? C E R 0
E 5 T U 0 I0  DE LOS P 0 L IE D R 0 3  CONVEXOS Y DE LOS F :L IC O \0 5  ALABEADOS
"CONVEXOS" , EN LOS ESPACIOS NORITIADOS t  Y c , DE 5U C E-o
SIONES REALES DE S E R IE  ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE,Y DE SUCESIO­
NES REALES IN F IN IT E S I f i lA S  :
CRITERIOS OE CONVEXIDAD DE LOS POLIEDROS Y FILIGCSOS ALABEADOS , 
DE ESTOS ESPACIOS.
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2 3 .  DETERmiNACIOM DEL PUNTO DE IWTERSECCIOli DE UWA SUCESION DE 
HIPERPLANOS ER EL ESPACIO NORIHADO DE SUCESIONES REALES
eu TAS SERIES SGR ABSOLUTABIENTE CONVERGENTES.
Err v i r t u d  d e l  h e c h o  d e  q u e  e l  e s p a c i o  d u a l  d e l  e s p a c i o  ^  ^  , d e
s u c e s i o n e s  r e a l e s , c u y a  s e r i e  r e s p e c t i v e  es  a b s o l u t a m e n t e  co re -
aO
v e r g e n t e ,  e s  e l j e e p p c l e  n o r n a d o  ^  ,  d e  s u c e c e s i o n e s  r e a l e s
, (  T o p o l o g i c a l  V e c t o r  S p a c e s  , G. K o t h e  )' y  d e  q u e
( o  B a s e  Oe S c h a u d e r ?  n ^
1 &  O ; t  A I d e l  e s p a c i o  \  ,  e s t a  c o n s t i t u i d o  p o r  l a
a c o t a d a s
un  s i s t e m a
s u c e s i o n  de  v e c t o r e s  u n i t a r i o s  e =  ( 0 , 0 , . . » ,  1 , 0 , . . .  ,
m =  1 , 2 , 3 , . . .  ;  l a  r e p r e s e n t a c i o n  g e n e r a l  d e  u n  e le m e n t e
ui G  ( y *  =  ^  , e s  d e c i r ,  uni f u n c i o n a l  l i n e a l  c o n t i n u e  
d e l  e s p a c i o  ^ ^  ,  e s , p u e s
o O
u> (x ) )  =  u  X =  ^  ' ' n
•n = 1
en d o n d e
l i j  =  ( v ^ )  =  j^u  (  e ^  G {/ ;  X =  ( ^ ) G
L a  s u c e s i o n  p a r t i c u l a r  de  h i p e r p l a n o s , d e l  e s p a c i o  ^  ^ ,
( x ) '  =  Y j_
ui^ (%) =  f g  | | j
U!^ ( x ) '  =  Y 3
ui" ( x )  =
. . . . , ...............  n =  1 , 2 , 3 ,
d o n d e  l o s  r u n c i o i s a l e s  l i n e a l e s  c o n t i n u e s  u;" ( x )  , w =  1 , 2 , 3 ,
e s t a n  d e f i n i d o  s ,  m e d i a n t s  l o s  v e c t o r e a  c o r r e s p o n d i e n t e s  d e l
■J, e s p a c i o  ]/ ,  d e l  modo s i g u i e n t e
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U- ( x  )  =  'J J j X =  ^  ^  f  i j ^  — ( l f 0 , 0 , . * « , 0 , . . .  )
u  ( x  )• — "J / j X — % 2 * ^  ~  . .  )
u "  ( x )  =  1 / ,  "  X =  ,  [ (  ”  =  ( 0 , 0 , 0 , , . . ,  1 ;  n  =  1 , 2 , . .
P o r  e l l o , e l  u n i c o  v e c t o r  x q ue  p u e d e  s e r  s o l u c i o n  d e l  s i s t e m a  
de  e c u a c i o n e s  , es
cO
X
v e c t o r  que  t i e n e  p o r  c o m p o n e n t e s ,  en  l a  b a s e  S x ih a u d e r  e , 0 n _ 
d e l  e s p a c i o  j; 1  ^ , n =  1 , 2 , . . .
P e r o  como e l  v e c t o r  ha  d e  s e r  u n  v e c t o r  d e l  e s p a c i o  j, ^ ,
l a  c o n d i c i o n  n e c e s a r i a  p a r a  q u e  l a  s u c e s i o n  d a d a  de h i p e r p l a n o s
1 1 I , s e  c o r t e n  en  un  p u n t o  u n i c o  e s ,  p o r  t a n t o ,
l o  c u a l  s i g n i f i e s
0 0
1
y e l  p u n t o  d e  i n t e r s e c c i o n  de l a  s u c e s i o n  de h i p e r p l a n o s , d e l
i /1
e s p a c i o  ,
u "  ( x )  = Y p  ,  n  =  1 , 2 , 3 , . . .
c u m p l i d a  y a  l a  c o n d i c i o n  2 J  , es  e l  p u n t o  x  d e  d i c h o  e s p a c i o
d e f i n i d o  p o r  ^
*  “  ^  Y n  =n (  Y l  '  Y ?  '  Y 3 Yn
I
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E l  .casa g e n e r a l , d a  l a  d e t e r m i n a c i d n  d e l  p u n t o  d e  i n t e r s e c c i â n  
de u n a  s u c e s i o n  de  i n f i n i t o s  h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  n o rm a d o  ,
s e  p u e d e  r e s o l v e r  s i  d i c h o  c a s o  g e n e r a l , s e  p u e d e  r e d u c i r  a l  
p a r t i c u l a r , y a  r e s u e l t o .
Se t r a t a  d e  h a l l a r  e l  p u n t o  d e  i n t e r s e c c i o n  de  l a  s u c e s i â n  d e  
h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  ^  ^  , de  e c u a c i o n e s  r e s p e c t i v e s
Ui^ ( x >  =  Y j i  y ( x )  =  Y %  ► ( x ) '  =  Y 3  » • • • »  ( x )  =  Y n  » * * *
s i e n d o  d e F in ^ id o s  l o s  f u n c i o n a i e s  l i n e a l e s  c o n t f n e o s  , p o r
s u s  v a l o r e s  en  l a  b a s e  d e  v e c t o r e s  u n i t a r i o s  [  ^  d e l  e s p a c i o  ^
u ^  ( e ^ )  =  v^ j^  , ( e ^ ) '  =  ( « 3 ) = ' ' 1 3 ............................(® pT  = ' ^ i p » * *
=  ®2 l  » '  ' '2 2  '  " ^ ( = 3 )' "  ' '2 3  » • • * » '  “ ' ^ ( ® p )  =  '^2p » • • •
, ^. " ( e ^ )  =  v ^ 2  '  =  ''nvJ '  =  \ p  '  '
n — 1 , 2 , 3 ,  # . . *
0 1y  como e l  e s p a c i o  d u a l  d o  ^  e s  y , se  v e r i P i c e n  l a s  c o n d i ­
c i o n e s
( » i p  )■ &  t  > “  | \ p |  <
( » 2 p  ) t  t  '"P I “ 2 p  1 <
c O
re =  1 , 2 , 3 , . . ,  P =  1 , 2 , 3 , . . »
L a  d e t e r m i n a c i â n  d e l  p u n t o  de  i n t e t s e c c i â n  de  e s t a  s u c e s i o n  de 
h i p e r p l a n o s , s e  p u e d e  r e d u c i r  a l  c a s o  p a r t i c u l a r , y a  r e s u e l t o , s i  
pS dem os  e n c o n t r a r  u n  s i s t e m a  c o m p l é t a  de  v e c t o r e s  ^  , 0 4 n  uJ
en  e l  c u a l  l o s  f u n c i o n a i e s  u "  , e s t é n  de f i n i d o s  p o r
. -“31—
)' =  1 =  0 =  0 =  0
Ui  ^(fj^ > =  0 = 1 , / ( r , ? = 0 ............  u ^ ( r „ J = 0
UI  ^( f j ) =- 0 ,  u ^ r ^ ) =  0 • " ' C 3) =  1 , . . . ,  U ^ ( f ^ ) = 0
«3"(r^)= =  0 =  0 =  0 , u " ( f ^ ) = 1
" 1  y 2 y 3 *# *#
A s f , p u e s , l o s  v e c t o r e s  d e l  s i s t e m a  c o m p l e t s  e x p r e t f a d o s
m e d i a n t s  l o s  v e c t o r e s  d e l  s i s t e m a  j  f ^  ^ , t a m b i é n  c o m p l e t o , a d o p t a n
l a s  e x p r e s io n e s 3  s i g u i e n t e s
J o  l o
' l  =  %  '  * 2  =  C  ^ 2 p  %  î  * 3  ”  2  %  l-p ! . . .  :
1 ^ -1  p t  f : '
"p  -  Y ^n p  ' p  '  P = 1 . 2 . 3 . . . .
r - ^
Hemos d e  d e t e r m i n a r  t o d a s  l a s  c o n s t a n t e s  r e a l e s  (T\ ) ^  ^np p =  1 , 2 , 3 , . .
p a r a  p o d e r  c o n s l d e r a r  d e f i n i d o s  l o s  v e c t o r e s  
L o  c u a l  s e  l o g r a  a s f  :
=  c \
11u 4 » j ) i  =  * 4  ^  %  ) ”  2  < ^ i p  =
(V-l  f ' - '
d e  d o n d e
^ 1 1  ”  ' 1 1  
A n a l o g a m e n t s , s e  t i e n s
3Û
u ? ( P j )  =  ^  C ^ ip  f p  > =  ^  ° ^ l p  " ^ C ^ p /  =
('=' r '
X I
^  A  r  ) =  y  (A  u ^ ( f  )' =  I X . .  .  «
-X)
12 ^ 2 1
/  I p  p I p  p 13 31
P '
— 8 2 —
cO
V -
2  < ^ ip  %  )' =  Y  ^ I P  " "  C p '  '  ^ 1 »  "  * n l
F '
A h o r a  b i e n , como el v e c t o r  e^  ^  ^  d e b e  e s t a r  e x p r e s a d e  ere 
u n a  b a s e  S c h a u d 'e r ;  , del c i t a d o  e s p a c i o  ^ ^  , el v e c t o r  d e
G o o r d e n a d a s  ( X G  ^ ^  * y , p o i ^ a n t o , s e  v e f i f i c a
00
2 I "nil < ^ .
Y l - i
D e l  m ism o  m o d o , s e  o b t i e n s  -
=  ' ^ 2 1  “  " 1 2  '  “ ' ^ ( • 2 > '  ”  " ^ 2 2  =  " 2 2  '  < * 2 *  '  =  " 3 2
u T ( S g ) ;  =  =  v ^ 2  ;  m, = 1 , 2 , 3 ,  . . .
y/ t a m b i é n  ha  d e  s e r , p o r  l o  d i c h o
oO
( < ^ 2 . /  “  ( ' . 2  /  e r  '  Z  I ' n z l  <  C X ) .
- A - I
F i n a l m e n t e , d e  modo mas g e n e r a l , s e  v e r i f i c a
"  =  ‘^ n l  “  ' • i n  '  '  ^ P 2  =  ' ' 2 ™ '  = ■'^ P3 "  " 3 #
. / " ( . p )  =  cX pp = »p p  : p -  1 , 2 , 3 , . . .
y/ a s im is m o
oO
( (^np /  -  < V  /  €  f y  "  Z I "p" i ^  .
r-\
R e s u m im o s  l a s  c o n d i c i o n e s  o b t e n i d a s , p a r a >  q u e  l a  s u c e s i o n  d s  
f u n c i o n a i e s  l i n e a l e s  c o n t i n u a s  w "  ( x j *  ,  n  =  1 , 2 , 3 , . . .  , d e f i n i d o s
eni l a  b a s e  c a n o n i c a  { ^  , de  v e c t o r e s  u n i t a r i o s  d e l  e s p a c i o
^  ^ ,  se  p u e d a n  d é f i n i r  en u n  s i s t e m a  c o m p l e t o  j f ^  ^  d e l  e s p a c i o
^  ^  y  q u e  s e a  c a n o o i c o  p a r a  e s t a  s u c e s i o n  d e  f u n c i o n a i e s  u'^ (x  ) ;  
e s t a b l e c i e n d o  q u e  l a  m a t r i z  i n f i n i t a
—03—
i l '*12 '*1 3 ... ...
21 '*22 '*23 '*2p
31 '*32 '*33 '*3p
n i '*n2 '*re3 '*np
t i e n e  t o d a s  s u s  f i l a s  c o n s t l t u y e n d o  v e c t o r e s  ( v  ) » 0 P 4^
( / 1 ^  
d e l  e s p a c i o  y ,  d u a l  d e l  e s p a c i o  ;  m i e n t r a s  que  t o d a s  s u s
c o lu m n a s  (  ) , 0 n y  , s e a n  v e c t o r e s  d e l  e s p a c i o  I.
L a  m e n c io n a d a  m a t r i z  i n f i n i t a , p o r  s u p o n e r  que  es l a  m a t r i z  de  
t  r n a s f o r m a c i o n  de una  b a s e  S .c b a u d 6 r  d e l  e s p a c i o  | ^  , en o t r a  
b a s e  S c h a u d é r  d e  e s t e , v e r i  f i c a  l a s  c o n d i c i o n e s  s i g u i e n t e s  :
N i n g u n a  c o lu m n a  de  l a  m a t r i z  e s t a  f o r m a d a  de c e r o s  s o l a m e n t e ,  
p o r q u e , e n  e s r  c a s o , u n  v e c t o r  de l a  b a s e  * s é r i a  n u l o , l o  q ue
es  a b s u r d o .
N in g u n a  f i l a  de l a  m a t r i z  e s t a  f o r m a d a  de s o l o  c e r o s , p o r q u e  uno  
de  l o s  f u n c i o n a i e s  l i n e a l e s  s é r i a  i d é n t i c a m e n t e  n u l o ; l o  c u a l  
no e s  p o s i b l e  p o r q u e  t o m J e l  v a l o r  1 /  0 una  v e z , a l  m en o s .
L a  m a t r i z  i n f i n i t e  en c u s s t i o n , e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p n d i e n t e  p o r  
c o l u m n a s , p o r q u e  s i  h u b i e r a  v a r i a s  c o l u m n a s , e n  n u m é ro  f i n i t o ,  
l i n e a l m e n t e  d e p e n d i e n t e s , e n t o n c e s  un  n u m é ro  f i n i t o  de v e c t o r e s  
d e  l a  b a s e  S c h a u d é r  | e ^  ;  ,  d e l  e s p a c i o  ^ , s e r f  an l i n e a l m e n t e  
d e p e n d i e n t e s ;  e v i d e n t e m e n t e  i m p o s i b l e .
L a  m a t r i z  es  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  p o r  f i l a s , p o r q u e  s i  h u b i e r a  
v a r i a s  f i l a s , e n  n u m é ro  f i n i t o , l i n e a l m e n t e  d e p e n d i e n t e s , e n t o n c e s  
v a r i o s  f u n c i o n a i e s  de l a  s u c e s i o n  w *  ( x ) , h a b r f a n  t a m b ié n  de  
s e r  l i n e a l m e n t e  d e p n d i a n t e s , c o s a  i m p o s i b l e , p u e s d i c h o s  f u n c i o n a i e s  
e s t a n  r e p r e s e n t  a d o s  p o r  e l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  d e l  e s p a c i o  /,
( l t D , o , . . « , o , . . . )  ;  ( o , l , o , . . . , o , . . . }  ;  ( ü , o , l , . . . , o , . . * Y  » • . »  ;
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C u m p l i d a s  l a s  c o n d i c i o n e s  a n a l i z a d a s  a n t e s , p o r  l a  m a t r i z  i n f l -  
n i t a  (  r n , p =  1 , 2 , 3 , . . »  j  q u e  n o s  a s e g u r a n  l a
e x i s t e n c i a  de  u n a  b a s e  S c h a i i d e r , c a n o m ic a  p a r a  l a  s u c e s i â n  d e  
f u n c i o n a i e s  l i n e a l e s  c o n t f n a o s  cc" ( x ) '  y  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n — 
d i e n t e s  ; p a r a  q u e  l a  s u c e s i â n  de  h i p e r p l a n o s
(x )  = Y i  =  Y 2 » ( * ) '  = Y 3 » r (x )  = Y ,  »
z
s e  COr t e  en  u n  s e l o  p u n t o ,  y  c o m o .  l o s  n u m é ro s  Y ^  d e b e n  s e r  
l a s  c o o r d e n a d a s  d e  u n  v e c t o r  en  l a  b a s e  S c h a ta t fë r  ^  f ^  j  ,  p u e s
cQ 00
“- y  G  f  p % /’ = Z  % Cp) = = Xt
r-' p'
oO 00
( Z  ' ? P  % ”  Z  % “ C p ^ '  “  ^2 = y
p i
( Z % p  %  = Z  '^p “  Y n  '  "  =
S*"-' p i
s e  r e q u i e r s  aure l a  c o n d i c i â n
Y l - I
V p e r  t a n t e , e l  p u n t o  de  i n t e r s e c c i â n  de  l a  s u c e s i â n  d e  h l p e r p ü a n o s  
uT  (x ) )  =  Y y ^  r  ( ht =  1 , 2 , 3 , , . . ) )  es
CO
*  “ ^  YqYre *
' ÏV5L
—85—
24» DETERWINAClOlf W ECUACION EXPLIC ITA DEL HIPERPLANO.QUE PASA POR 
UNA SUCESION IN F IN IT A  DE PUNTOS LINEALMENTE INDEPENDIENTES TE),' 
BASE ;DEtl ESPACIO NOftWADO F  : DE LAS SUCESIONES REALES DE 
SERIE ABSOLÜTABIENTE CONVERGENTE.
C om enzam as  c o m  e l  c a s o  mas s e n c i l l o , e n  q u e  l a  s u c e s i â n  d e  p u n -  
tboe p o r  d o n d e  h a  de  p a s a r  e l  h i p e r p l a n o  e s  
0  ,  ®2  ^ *3 y • • •  r  » » »
s i e n d o  l o s  v e c t o r e s  e ^  ,  l o s  de  l a  b a s e  S c h a u d é r  c a n o n i c a  d e l  
e s p a c i o  ^ ^  , s a l v o  e l  v e c t o r  e ^  .
De modo t a l  q u e  e l  h i p e r p l a n o  , a l  p a s a r  p o r  e l  o r i g e n  ,  y  p o r  
l o s  p u n t o s  ,  iv  ^  2 ;  ha  d e  t e n e r  u n a  e c u a c i â n  de l a  Forma
u . ( x ) s Q  ; u ,  f u n c i o n a l  l i n e a l  c o n t i n u a  ,
l a  c u a l  e s  v e r i f i c a d a  p o r
u  (Og)) =  Bi(e^)'/ =  . . .  =  u (e ^ ) )  =  . . .  =  0 ; n 2
y|ademas s e  t i e n e  u  ( e ^  ) =  1 .
A s f  p u e s ,  d e  e s t a s  h i p â t e s i s  s e  d e d u c e
*  “  ^  %n, " n  /  =  Z
TV -  i R'- -  i ï v  r  I
%  ^  =  D 4 ^  I» (  X > =  D .
C u a e d o  l a  b a s e  d e l  e s p a t i o  ^  ^  ,  s e a  i  1 '  rr ^  1
y  no  es  l a  c a n â n i c a  e ^  { ,  n ^  1 ;  y  e l  s i s t e m a  | f ^  ^ , n 2
es e l  q u e  d e t e r m i n e  e l  h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n , d e l  s i g u i e n t e
modo
( f j ) '  =  1 ,  u ( f ^ )  = u* ( r ^ ) '  =  . . .  =  U! =  0 ; n  ^  2
U! (  X ) =  0 ;
—0&"
s i  d e s eamos h a l l a r  l a  e c u a c i â n  d e l  h i p e r p l a n o  m e n c i o n a d o , c o n
c o n  r e s p e c t o  a l a  b a s e  c a n â n i c a  ^ e ^  j "  d e l  e s p a c i o  ^
b a s t a  c o n o c e r  l a s  e x p r e s i o n e s  l i n e a l e s  d e  l o s  v e c t o r e s  e e n
m
t é r m i n o e  d e  l o s  v e c t o r e s  f
9O '  ** oO oO
• 1  °  Z °  Y " z p  ^  '  ' 3  °  z ' " p  ' ’p  ’
J - J  ÿ - - l  f - \
cQ
* n  '  Z  ’ " P  ^P ’  "  =  1 , 2 , 3 , . . . .
J ï - I
e n  d o n d e , a h o r a ,  s e  c o n s i d e r a n i  c o n o c i d o s  t o d o s  l o s  nu m é ro  
m  ,  p  =  1 , 2 , 3 , . • •  ;  y , t a m b i é n , p o r  t a n t o , l a  m a t r i z  i n f i n i t e
s a rrp
“ i l “ 12 “ 13 * l p
“ 21 “ 22 “ 23 ®2p
“ 31 “ 3 2 * 3 3 ®3p
“ n i * n 2 “ n3 “ n p  * • *
t o d a s  c u y a s  f i l a s  s o n  s u c e s i o n e s  d e  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e ,
p u e s  s o n  v e c t o r e s  de  c o o r d e n a d a s , p e r t e n e c i e n t e s  a l  e s p a c i o  y *
L a s  c o lu m n a s  t o d a s  s o n  s u c e s i o n e s  a c t a d a s , p u e s  d e f i n e n  f u n c i o n a l e s
l i n e a l e s  c o n t J n u o s  d e l  e s p a c i o
L a  m a t r i z  i n f i n i t e  c i t a d a , e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  p o r  f i l a s
y/ p o r  c o lu m n a s , c o m o  ha  s i d o  J u s t i f i c a d o , e n  o t r a  s e c c i o n .
Hemos de  c a l c u l a r  l a  c o m p o n e n te  d e l  v e c t o r  x s o b r e  e l  v e c t o r
f j .  ,  en  l a  b a s e  f ^  j  ,  n  , e x p r e s a d e S  como f u n c l o n e s
l i n e a l e s  d e  l o s  v e c t o r e s  e , p a r a  a n u l a r l a  y  o b t e n e r  a s f  l a
^ . ) 
e c u a c i â n  d e l  h i p e r p l a n o  c o n s i d e r a d o , e n  l a  b a s e  e \ .
-3 7 -
P a r a  e l l o ,  38  e s c r i b e
OO X ) <30
= = %  y  Z  'np % '  z _  y
T - l  p i  ^,=1 M
a ^  ) r
np  - i n  p
d e  d o n d e  s e  i n f i e r e  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o , en  l a  b a s e  c a n o n i c a
oQ
^  “ n l  % n  "  “
' Y l - I  cO






p o r q u e  l o s  n u m é r o s  (  a )  d e f i n e n  e l  f u n c i o n a l  u (x  )' e n  l a
1 1  ^  ■ ’ b a s e  7 0 I ;  e l  c u a l  e s t a b a  a n t e s  d e f i n i d o  a s f ,  en  l a  b a s e  \ f  \ ' i
L n  J ^ n
u ( f j^ )  — I  ,  u ( f g )' =  U ' ( f j ) '  =  = u ( f ^ ) =  • • »  = 0 ;
d e  d o n d e , s e  c o n c l u y e
JO ,,-Cj
u < ' l >  -  n ( >  “ i p  f p  ) =  *1 1  . P (= 2 )  = "  ( :> =2p ‘■p > = *:
i " '
u ( » 3 >  =  P O  * 3 p  %  /  = ’ 31  :  =  P (  Z  ' n p  "^P '  '  ' n l
\ ' = i  j'. = l
n “  »e»
S i  a l  h i p e r p l a n o  se  l e  e x i g e  q u e  p a s e  p o r  u n a  s u c e s i o n  f ^  ^  , 
n  2  , l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  y ■ b a s s  e n  e l  h i p e r p l a n o ,  
y  p o t  e l  p u n t o  b  ;  b a s t a  r e d u c i r  e s t e  c a s o  a l  a n t e r i o r , m e d i a n t e  
l a  s u c e s i â n  f ^  — b  , h a l l a n d o  e l  h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n
q u a  p a s a  p o r  e s t a  s u c e s i â n  d e  p u n t o s  ( v e c t o r e s ) y  d e s p u e s  e l  
h i p e r p l a n o  p a r a l e l o  a e s t e , q u e  p a s a  p o r  e l  p u n t o  b .
*“00—
C u a n d o  e l  v e c t o r  b  d e p e n d s  l i n e a l m e n t e  de  l a  s u c e s i o n  de
v e c t o r e s  ^  f ^  ^  ,  it 2  , e l  h i p e r p l a n o  p a s a  p o r  e l  o r i g e n
y  p o r  e s t a  s u c e s i o i r  ;  l a  l a  e c u a c i â n  d e  d i c h o  h i p e r p l a n o  ya
l a  s a b e m o s  d e d e r m i n a r .  ,
t o p o l o g i c a r o e n t e
S i  e l  p u n t o  b  no  d e p e n d e  l i n e a l  m i  d e  l a  s u c e s i â n  d e  v e c ­
t o r e s  j- ,  n  ^  2  , e n t o n c e s  se  v e r i f i c a
b ^  L (fgy r ••• r »••• ) »
y / p o r  e s o ,  e s t e  v e c t o r  b  p odem os  c o n s i d e r a r l o  como e l  v e c t o r
=  h  ,  t a l  q u e  e l  s i s t e m a  d e  v e c t o r e s  f ^ ,  f ^ ,  f ^ , . .  » ,  f ^ , » . » j
c o n s t i t u y a  u n a  b a s e  c o m p l e t e  d e l  e s p a c i o  ^ *
E l  h i p e r p l a n o )  q u e  p a s a  p o r  l a  s u c e s i â n  d e  p è n t o s  ( v e c t o r e s ) '  f ^  , 
m =  1 , 2 , 3 , » . .  v e r i f i c a , p u e s , l a s  c o n d i c i o n e s
“  ( ^ 2  ~  ( ^ 3  -  =  0  r . . . ,  W -  f ^ ) '  =  0  ,
n  =  1 , 2 , 3 , » » »
d o n d e  u  e s  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  c o n t f n u o  d e l  e s p a c i o  ^ ^ ,  q u e  
p r e c i s a m e n t e , h a y  q u e  d e t e r m i n a r .
D e b e  s e r  ui ( f ^ )) 0 ,  p o r q u e  en  c a s o  c o n t r a r i o , d e  l a s  c o n
d i c i o n e s  ya  s a t i s f e c h a s  p o r  e l  f u n c i o n a l  u  ,  s e  d e d u c e  
ui ( f ^ ) )  =  t \ i ( f g )  =  . . .  =  ui ( f ^ y  = . . »  =  u ( f j X  =  0
y  e l  f u n c i o n a l  u  e s  e l  i d é n t i c a m e n t e  n u l o , e v i d e n t e m e n t e  
i n c a p a z  d e  d e t e r m i n a r  e l  h i p e r p l a n o , e n  c u e s t i â n »
P o r  e l l o , p o d e m o s  s u p o m e r  u  ( f j ) '  0 , e i n c l u s o  u =  1
S i m  p e r d i d a  de  g e n e r a l i d a d .
E l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  f ^ ^  U  1  ^ n  ”  ^1 |  ,  n  ^  ^
t i t u y e  u n a  u n a  b a s e  c o m p l e t e  d e l  e s p a c i o  1^'*' .
E n  p r i m e r  l u g a r , e s t e  s i s t e m a  de v e c t o r e s  es l i n e a l m e n t e  i n d e p e n ­
d i e n t e ,  p o r q u e  s i  u n  n u m é ro  f i n i t o  d e  e l l o s ,  ( f  -  f _ )  ,  ( f ^  -  f ,  )) ,HTj I  n ^  1
( f  -  f  ) , v e r i f i c a n  u n a  e c u a c i â n  l i n e a l  c o n  c o f i c i e n t e s  r e a l e s
9 ^ 2  *  • • -  ^  * d e l  t i p o
*  • • •  *■ ' ^ k  '  “
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como e l  s i s t e m a  de v e c t o r e s  { f ^  \ ,  es l i n e a l m e n t e  i n d e p e n —
d i S n t e , s e  c o n c l u y e
( " Y  "  2 "  • • •  = Y  ~  ^  y / \  ( 1 ^  ' 2  \ ^  = 0 )
S i  i n t e r v i n i e r a  e l  v e c t o r  en> l a  e c u a c i o n  l i n e a l , e s t a  s e r f  a
de  l a  f o rm a
’’i  *• 4  \  —  n <  \  “
de d o n d e
( <^ 2^  -  '^2 ' k  ”  ^ ) A  ( Y  “ • "  “ = 0 ) rr>
>  ( = 0 ) .
[<
De modo que  l a  i n d e p e n d e n c i a  l i n e a l  de l o s  v e c t o r e s  J^  f ^  -  f ^  -
q u e d a  p r o b a d a .  rr. > 2
En se g u n d o  t é r m i n o , e s t e  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  es basa  en e l
''1e s p a c i o  ' /  . P a r a  e l l o  no  h a y  mas q ue  e x p r e s a r  un  v e c t o r  g e n é r i c o
x d e l  e s p a c i o , c o m o  c o m b i n a c i o n  l i n e a l  de  l o s  i n f i n i t o s  v e c t o r e s  
de  l a  s u c e s i o n , e s  d e c i r , c o m o  l i m i t e  de  l a s  c o m b in a c i o n e s  l i n e a l e s  
f i n i t a s  de  d i c h a  s u c e s i o n  i n f i n i t e  de v e c t o r e s .
Se a n  l a s  c o m p o n e n te s  d e l  v e c t o r  x  ^ en l a  b a s e  c o m p l é t a  i f ^  \ d e l  
e s p a c i o 2 ( ^  ) ;  y p o r  e s o , s e  t i e n e
=  ^  » ( ) :  ' Y
F a
X
n  n '  n
Vamos a e x p r e s a r  e l  v e c t o r  x  m e d i a n t e  t o d o s  l o s  v e c t o r e s  d e l
■ 1 t I t ' _
s i s t e m a  ' f , M  f  -  f ,  ;  a s f  p u e sX ■ n X ,
-  '
"  =  1  „  4  =  - I  %  *■ ' L  n. < ''n  -  ^  V ,  ) G
1 ~ I ^
p u e s t o  que  ( • ) ~ .  , se  t i e n s  ; ^  _ _




y , p o r  t a n t o ,  e l  e l s t e m a  d e  v e c t o r e s  L -  "" ^1 ^  ®* ' ksse .
e n  e l  e s p a c i o
' n  (,
E l  f u n c i o n a l  l i n e a l  c o n t i n u e , d e P i n i d o  p o r  l a s  c o n d i c i o n e s  
UL (fj^ )) = 1 , u (Fg -  = u ( f j  -  = U! (P^  -  =0  ;
m \  2
p e r m i t s  d e P i n i r  e l  h i p e r p l a m o  b u s c a d o y p o r  su e c u a c i o n  
a  ( X -  P j  )) =  0 .
S i  se  d e s e a  l a  e c u a c i o n  r ie e s t e  h i p e r p l a n o , e n  l a  b a s e  c a n o n i c a
i 1 ' 1I K  f  d e l  e s p a c i o  Ï, ,  no  h a y  mas que  e x p r e s a r  uin u e c t o i r  g e n e r i c o  x
L n j  ^
d e l  e s p a c i o  en  l a  b a s e  c o m p l e t e  [  U  | ^rr  ”  ^1 (   ^ n X 2  , p a r -
)
n ' '  n
t i e n d o  de s u s  c o o r d e n a d a s  ( ) , e n  l a  b a s e  c a n o n i c a  |e_ '^  y
anular SU components sobre f ,  r
•NO •NJ •Xj 1
e (  I a Pn r1 —  >n np p
% -t •Xj ''•-1 p i
= ( s “ n l  ^  n  ) ’’ l 4-
V  {
iV - 1 V.- !
  —  n p ^ n  p
• u  j l ' l  H - |
a
np ^  n>
1 ’ Is i e n d o  l a  c o m p o n e n ts  s o b r e  e l  v e c t o r  P, , en l a  b a s e  ( j P -  P.1 ; 1 V I n j
n  ^  2 , l a  s i g u i e n t e
^  a % 4- ^  ^  a ;  = ^  ( a 4- ^  a—  n l  n —  __  np Tn   ___ n l ____ L__ _ np
d . l o d o q u »  . p i
. iT i  a - - i
e s  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n , p a r a l e l o  a l  h i p e r p l a n o  
q u e  p e s a  p o r  l a  s u c e s i d n  de pun  t o  s I p ^ '  ,  n  1 .
r i n a l m e n t e , p a r a  o b t e n e r  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  que  p a s a  p o r
l o s  p u n t o s  b ( = ^  ^  , Pg P^  r  b a s t a  c o n o c e r
l a s  c o m p o n e n te s  d e l  v e c t o r  b d e l  e s p a c i o  , en su b a s e  c a n d -
n i c a  { e ~ . S e a n  e s t a s  ( P ) , se  o b t i e n s  l a  e c u a c i d n  d e l  h i -
n j  n
p e r p l a n o  p e d i d o ,  en l a  Porma
i-<j I I ’ " '  '  °  '
u M  i ' \
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9 l e n c l o , p u s s ,  l a  m a t r i z  i n f i n i t a  (  ,  n , p  =  1 , 2 , 3 , ^ . .
t a l y q u e  ademas d e  l a s  c o n d i c i o n e s  a n a l i z a d a s  y a , v e r i f i c a  e s t a  
o t r a  oO
sup
m np
» -  I
l a  c u a l  s i g n i f i c a  t  L a s  sumas de l a s  f i l a s  de  l a  m a t r i z  i n f i n i t a  
e s t a n t  a c o t a d a s ,  e n  c o n  j u n t o  .
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C R IT E K IO  DE CÜNVEXIDAD DE POLIEDROS.
C o n s id e r e m o s  en e l  e s p a c i o  norm ado  | ^ (d a  B a n a c h ) ,  un s i s t e m a  
I n f i n i t a  de h i p e r p l a n o s , c u y a s  e c u a c io n e s  s e a n
m ( x>  =  r I > /  b'.
y/ s e l e c c i o n e m o s  de t a l  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s , l a s  p o s i b l e s  s u c e s i o — 
n e s  a d m i s i b l e s  , e m t e n d i e n d o  p o r  t a l e s  d q u e l l a s  p a r a  l a s  c u a l e s
u "^ ( x )  =  , 0 n  X  U)
l o s  f u n c i o n a l e s  l i n e a l e s  u "  , a d m i t e n  u n a  b a s e  c a n o n i c a  i f  
eas d e c i r , q u e  l o s  f u n c i o n a l e s  u "  d e P i n i d o s  en  e s t a  b a s e
u)  ^ ( r , ) i  =  1 ,  u^ ( r  ) = 0  » u ^ ( f  ) =  0 u ^ ( f  ) =  o
L £ Ô W,
( f ^ ) ;  =  0 ,  ui^ ( f g )  = 1 » u ^ ( p j )  = 0 u'” ( f ^ )  = 0  » . . .
(fj)i = 0 , u "  (fg) = 0 , u^^Cfj) = 0  w" (f^) = 1 »...
L a  c o n d i c i o n  p a r a  que  e x i s t a  d i c h a  b a s e  c a n o n i c a  p a r a  l o s  f u n c i o n a -  
l e s  u "  ,  ya  sa b e m o s  q ua  sa r e c o n o c e  m e d i a n t e  l a  m a t r i ^  i n f i n i t a  
( ,  n , p  = 1 , 2 , 3 , . . .  da  l o s  v a l o r e s  de l o s  f u n c i o n a l e s , d e f i -
n i d o s  en l a  b a s e  ( e r , d e l v e c t o r e s  u n i t a r i o s  d e l  e s p a c i o
1 n '
'/, ; m a t r i z  que  ,c o m o  y a  sa b e m o s ,  e s t a  c o n s t i t u i d a  p o r  f i l a s ,
que  s o n  v e c t o r e s  d e l  e s p a c i o  f , m i e n t r a s  q u e  l a s  c o lu m n a s  s o n  
v e c t o r e s  d e l  e s p a c i o  ^
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Ademaa l a  m a t r i z  i n f i n i t a  [  ^ ,  n , p  = 1 , 2 , 3 , . . »  ;  as l i n e a l -
m e r r te  I n d e p e n d i e n t s  p a r  f i l a s  y  c o lu m n a s , s e g u n  se  he J u s t i f i c a d c r
y « .
f j e s t a s  c o n d i c i o n e s  c o n d i c i o n e s , q u e  se r e f i e r e n  ex c l  u s i  v a m en t  e 
a l o s  f u n c i o n a l e s  ,  n =  J^2, . 3 , . . » , hemos d e  a g r e g a r  l a  c o n ­
d i c i o n  d a  q u e  l o s  t e r m i n e s  i n d p e n d i e n t e s  ^ de l a s  e c u a c i o n e s  
d a  l o s  h i p e r p l a n o s  c o r r e s p o n d i e n t e s , v e r i f i q u e n
, Y n  l <  X
Y , f i n a l m e n t e , e l  p u n to  d e  i n t e r s e c c i o i r  de l a  s u c e s i o n  m end iom dda  de 
h i p e r p l a n o s , en l a  b ase  c a n o n i c a  de l o s  f u n c i o n a l e s  ,  es
P a r a  d é f i n i r  e l  p o l l e d r o  c o n u e x o , d e l  e s p a c i o  e n  c u e s t i o n , m e d i a n t e  
e l  s i s t e m a  i n f i n i t e  de h i p e r p l a n o s
( x )  =  Y i  f c  *  .  1 » I >  y  •
0
e l e g i m o s  um p i a n o  de e s t e  s i s t e m a  
X )  =  '
y/ c o n s id é r â m e s  t o d a s  l a s  s u c e s iB n e s  a d m i s i b l e s  de h i p e r p l a n o s  
d e l  s i s t e m a ,  i f  e x c lu y e n d o  e s t e  h i p e r p l a n o  (x )' = ; y
s u p o n i e n d o  e x p r e s a m e n t e , q u a  t a l e s  s u c e s io n e s  a d m i s i b l e s  e x i s t e n ;  
a d m i t i e n d o  q u e  una  de e l l e s , a l  m e n o s , t i e n e  su p u n to  de i n t e r s e c c i o n ,  
e x t e r i o r  a l  a e M a la d o  h i p e r p l a n o .
S i  e l  p u n t o  de  i n t e r s e c t i o n  , d e  una  s u c e s i o n  a d m i s i b l e , q u e  y a c e  
T u e r a  d e l  h i p e r p l a n o  u ^ ( x )  =  ( ^  , s e  d é n o t a  p o r  Xj^ ;  se p u ede
e x p r e s a r  l a  c o n d i c i d n  de c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e d r o  d e f l n i d o
p o r  e l  s i s t e m a  t o t a l  de h i p e r p l a n o s  d a d o s , d e l  s i g u i a n t e  modo :
C uando  a c a d a  h i p e r p l a n o  ( x )  = ^  ,  se l e  p u e de  a l i g n e r  una
s u c e s i o n  a d m i s i b l e  de h i p e r p l a n o s  d e l  s i s t e m a  t o t a l  y d i s t i n t o s  
a e l
U*^l ( x )  = \  ,  (x  )  = \  ,  u*^ 1 (x T = ^  . , . • »  U*^’' ( x ) '
^ 1  2 3 '
\ Àk , 0 < hc w j V, I X)
’  u Y |  ' " " I
- 9 3 -
y/ l a  b a s e  c a n o n i c a  d e  l o s  f u n c i o n a l e s  ,  se  d é n o t a  p o r
n =  1 , 2 , 3 , . . . .  ;  e l  p u n t o  x  v i e n e  d a d o  en  l a  fo rm a
oO
- I
l a  c o n d i c i o n  de  e x i s t e n c i a  y  c a r a c t e r  c o n v e x o , d e l  p o l i e d r o  d e f î n i -
b l a  p o r  e l  s i s t e m a  t o t a l  de  h i p e r p l a n o s  d a d o s , es p u e s ,
-XJ
k e l
C u m p l i d a  l a  c è n d i c i o n  d e  c o n v e x i d a d  d e l  p è l i e d r o , e s t e  se  p u e d e  
r e p r é s e n t â t  p o r  e l  s i g u i e n t e  s i s t e m a  d e  i n f i n i t a s  i n e c u a c i o n e s
l i n e a l e s , c o n t o r n o  i n c l u i d o
.-o
( y  Y 7
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V a m o s ,e n  p r i m e r  l u g a r , a  d é f i n i r  un  p o l i g o n o  c u a ^  q u i e r a  d e l  
e s p a c i o  n o rm a d o  t  ^ » m e d i a n t e  e l  c o n j u n t o  b i e n - o r d e n a d o  de s u s  
v e r t i c e s   ^ f  ^ e l  c u a l  podem os e n u m e r a r  m e d ia n t e  un o r d i n a l  
i n f i n i t e .
H acemos u n a  p r i m e r a  h i p o t e s i s ,  so b r e  e l  c o n  j u n t o  de l o s  v é r t i i c e s  S  
E l  c o n  j u n t o  b i e n - o r d e n a d o  i " , ademas de s e r  i n f i n i t e , s u p o n e m o s  
q u e  t i e n e  u l t i m o  e l e m e n t o ;  c o n  l o  c u a l  ej l c o n  j u n t o  p u ede  s e r  e n u -
m e ra d o  p o r  e l  o r d i n a l  i n f i n i t o ) V , d e  l a  s i  g u i e n t e  m a n e ra
-  r
t r a t â n d o s e ,  p u e 3 , d e  u na  s u c e s i o n  t r a n s f i n i t a , d e  t i p o  4- 1 ,
-94-
E n t e n d e r e m o s  p o r  p o l f g o n o  d e f l n i d o  p o r  e l  c o n j u n t o  de  v e r t i c e s  ,
l a  f i g u r e  l i n e a l  u n i —d i m e n s i o n a l  f o r m a d a  p o r  l a  r e u n i o n )  de  ( o s  
s e g m e n t e s  q u e  u n e n  v e r t i c e s  c o n s e c u t i v o s , y  e l  u l t i m o  v é r t i c e  c o n  
e l  p r i m e r o  |
[ • l  ’ ” ^ U [ “ 2 ' * 3 ]  • !
A p a r t i r  d e  e s t a  d e f i n i c i o n , p a r a  a n a l i z a r  e l  e v e n t u a l  c a r a c t e r  , |
c o i t v e x o  y  a l a b e a d o  de  un  p o l f g o n o , h e m o s  d e  h a c e r  m is  s u p o s i c i o n e s  .
L a  p r i m e r a , q u e  c o m e n z a n d o  c o n  e l  p r i m e r  v é f t i c e  d e l  p o l f g o n o  ,
y  a h a d i é n d o l e , u n o  a u n o ^ v e r t i c e s  c o n s e c u t i v o s , l l e g a m o s  a una  s u c e -  '
s i o n  i n f i n i t a  o r d i n a r i a
» *2 *3 * • • • » "  \  tU  I
d e  p u n t o s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s , q u e  g e n e r a n  un  s u b e s p a c i b  |
l i n e a l  c e r r a d o  L (  a ^  )' ,  n ^  CU , y  m a x i m a l  en  e l  e s p a c i o  ^  |
A e s t #  s u c e s i o n  de  p u n t o s , e n  e l  c o n  j u n t o  b i e n - o r d e n a d o  |^a^  ^ ,  0 ^  i  4  I I  | 
l e  s i g u e  un  e l e m e n t o  i n m e d i a t o , e l  c u à l , p u e S j  e s t a  laom brado  p o r  e l  |
o r d i n a l  ,  s i e n d o  e l  e l e m e n t o  a ^  .  f
A h o r a  b i e n , l a  s u c e s i o n  d e  t i p o  t'J 4- 1 I
* 1  » ®2 * n  ^
d é t e r m i n a  un  h i p e r p l a n o  q u e  l o s  c o n t i e n e ;  c u y a  e c u a c i o n , c o m o  ya 
s a b e m o s , e s  de  l a  f o r m a
/ _  ( À  “ n p )  < * , , n  > = “ •
H ' I I
d o n d e  l a s  c o n s t a n t e s  ( c  )' , n , p  =  1 , 2 , 3 , . . .  ,  s o n  l a s  c o m p o -
I " P  " '1  ) T ,
n e n t e s  d e  l a b a s e  c a n o n i c a  d e l  e s p e c i o  (  ,  r  en  l a  b a s e  c a n o ­
n i c a  d e l  f u n c i o n a l  u  ( x } , que  d e f i n e  e l  h i p e r p l a n o  q ue  c o n t i e n s  
l a  s u c e s i o n  de  p u n t o s  2 j  ;  (  a ^  y  s o n  l a s  c o m p o n e n te s
d e l  v é r t i c e  a ^ l a  b a s e  c a n o n i c a  d e l  e s p a c i o .
E l  c a r a c t e r  a l a b e a d o  d e l  p o l f g o n o  se  p u e d e  r e c o n o c e r , s i  a l g u n  
v é r t i c e  d e l  m ism o  y a c e  en  e l  e x t e r i o r  d e l  h i p e r p l a n o  d e t e r m i n a d o  
p o r  l o s  Lil p r i m e r o s  v e r t i c e s .  Oe d o n d e  se  d e d u c e
c e —95 —
Im
L a  h i p o t e s i s , q u e  t a m b ié n  vamos a a d m i t i r , s e  r e f i e o e  a q u e  e l e g l d o  
c u a l q u i e r  v é r t i c e  a , d e l  p o l f g o n o  I fe  p u e d e n  i r  a h a d ie n d o  v e r ­
t i c e s  c o n s é c u t i v e s ,
“ k ’  " k " '
" k
h a s t a  o b t e n e r  una  s u c e s i o n  i n f i n i t a
k4-m fT <  lO
l a  c u a l  s e a  de v e c t o r e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y/ t a l , q u e  e l  
s u b e s p a c i o  c e r r a d o  que  g e n e r a n , e s  m a x im a l  en e l  e s p a c i o  k ^ *
E l  v e r t i c s  c o n s e c u t i v o  i n m e d i a t o  a i o d o s  l o s  v e r t i c e s  de e s t a  
s u c e s i o n  es  e l
' k
E l  h i p e r p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  l o s  p u n t o s  de l a  s u c e s i o n  de  t i ^ o  
o r d i n a l  Uj 4* 1 , q u e  l o s  c o n t i e n s
k '  ' " k 4-2 k4-n k*-
p o s e e  l a  e c u a c i o n , c o n  e l  s i g n i f i c a d o  e s t a b l e d i d c p a r a  l a  n o t a c i ô n ,
y  "np )  (  h n -  ^  ■
it % I
E l  p o l f g o n o  es a la b e a d o  c o n v e x o , c u a e d o  l o s  h i p e r p l a n o s  que  p a s a n  
p o r  l a s  s u c e a i o n e s  c i t a d a s , d e  v e r t i c e s  c o n s é c u t i v e s  d e l  m is m o ,  d e -  
j a n  l o s  r e s t a n t e s  v é r t i c e s , c o n  r e s p e c t e  a l  h i p e r p l a n o , e n  e l  m ismo 
s e m i e s p a c i o , p u d i e n d o  h a b e r  a l g u n o  de e l l e s  s i t u a d o  en e l  b o r d e  
d e l  s e m i e s p a c i o , p e r o  no t o d o s  l o s  v é r t i c e s .
La  c o n d i c i o n  de c o n v e x id a d  d e l  p o l f g o n o  de v é r t i c e s  j ^  x f  Y |
s u p u e s t o  q ue  ya e s  a l a b e a d o , s e  p u e d e  f o r m u l e r  d e l  modo
r  U X , " 1
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C om enzam os p o r  e l  c a s o  mas s e n c i l I o , e r r  d o n d e  l a  s u c e s i o n  i n f i n i t e  
d e  h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  , d e  s u c e s i o n e s  r e à l e s  i n f i n i t é s i m a s ,
v i e n e  d a d a  p o r  l o s  f u n c i o n a l e s  m "  l i n e a l e s  c o n t f n u o s  y  l a s  
e c u a c i o n e s
( x )! =  ( x >  =  Y g  » ( x )  =  Y 3 r . . .  » w "  ( x ) =  Y n  » • * •
t a i e s  q u e  l o s  f u n c i o n a l e s  u "  , d e f i n i d o s  en l a  b a s e  j e ^ ^  de  v e c ­
t o r e s  u n i t a r i o s  d e l  e s p a c i o  ,  s e a n
(e^ ) = 1 , (Sg) = 0 , u^  (e^ ) = 0  ,..., (e^) = 0  ,...
u ^  ( e ^ )  =  0 ,  u ^  ( e ^ J  =  1 ,  U!^ ( e ^ )  =  0 ( e ^ )  =  0 , . . »
u*^ =  0 ,  u "  ( e ^ )  = 0 ,  w "  ( e ^ )  =  0 , . . . ,  u "  ( e ^ )  = 1 » . . .
n =  1 , 2 , 3 , . . .
De d o n d e  se  c o n c l u y e , e n  v i r t u d  d e  l a  l i n e a l i d a d  y c o n t i n u i d a d  de
l o s  o p e r a d o r e s  u*^ , q u e  p a r a  c a d a  v e c t o r  x d e l  e s p a c i o  c
oO ,>J °
UI^ ( X ) = U^ ( ^  e ^  ) = ( X ) = ( Z.  ®n^ ^
( x )  = u ^  ( %  ) = %3 ( x ) '  = " "  (  Z s ' n  ®n  ^ = ^ n
H - i  H - l
m ^ 1 ;  y l a s  e c u a c i o n e s  de  l o e  h i p e r p l a n o s  d e v i e n e n
t l  "  » ? 2  ^  Y 2  » S 3  “  Y 3  .  • • • r  =  Y n  *  "  ^
P o r  e l l o  e l  p u n t o  ( u n i c o )  de i n t e r s e c c i o n  de l a  s u c e s i o n  d e  h i p e r ­
p l a n o s  d a d o s , e ^
% =  y *  'V ' e ;  p e r o  como e s t e  p u n t o  es  d e l  e s p a c i o
—  '  n  n
c ^  , se  ha  d e  c u m p l i r  p r e v i a m e n t e  ( ^  ^  — *  0
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E n e l  c a s o  mas g e n e r a l , en d o n d e  l o s  f u n c i o n a l e s  l i n e a l e s ; c o n t i n u o s  
u "  ( x ) , n =  1 , 2 , . . .  ;  s o n  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y c o n s t i -
t a y e h  un s i s t e m a  t o t a l ,  en e l  e s p a c i o  de  d u a l  d e l  e s p a c i o  c  , e l
I- 1 °
c u a l  e s  r  ( T o p o l o g i c a l  U e c t o r  S p a c e s  , G. K o t h e  ) y como e s t e
e s p a c i o  ^  es  s e p a r a b le , p o d e m o s  e m p l e a r  u na  b a s e  S c b a u d e r  j  f ^  |
O' A  ^  » de c ^  y c a n o n i c a  p a r a  l a  s u c e s i o n  de  f u n c i o n a l e s  u "  ,
(B g )  =  ^ 1 2  » »...r (® p )  = ,...
TV
" l p l  <  ^




u " ’ (e j^>  =  , u " ( e g )  = u " ( e ^ )  = , . . . ,  u " ( S p )  = , . . .
( V ) (— f, , Y  IV I X  ^  » n ;r 1 , 2 , . . .
( “n? 'E x p re s e m o s  l a  b a s e  i  e { , m e d i a n t s  l o s  v e c t o r e s  de  l a
b a s e  f  I ,  l a  c u a l  ha d e  s e r  c a n o n i c a  p a r a  l o s  f u n c i o n a l e s
n \ ,
u  ,  rr , >  1
•X)
-  I ® lp  *"p
Y
"  Z -  ®2p **p
a f
np p
n — 1 2 y 3 y
P o r  s e r  l o s  f u n c i o n a l e s  u l i n e a l e s  y c o n t i n u e s ,  y j f ^  ( 
h a b i e n d o  de s e r  una  b a s e  c a n  o n i c a  p a r a  e l l o s , se o b t i e n e
V ; -98-
"  f  2  * l p  ' ’ p  ’  ”  ‘ l 2  '  '21
 ............................. f ........... ................; ..........................
,y)
u " ( B j )  =  “ "  ( ^  * i p  Pp ) =  >ip. =  " n l  : "  =  ^ C , . .
p i
A n a lo g a m e n t a  r é s u l t a
■=  .  " i z  (  P ^ ( = z )  =  ‘ 27 =  " 2 2  > • " '  “ " < “ 2 '^ '  “ 2 n
n2
a =  V 
np  prr
A d e m a s , l o s  v e c t o r e s  de  c o o r d e n a d a s  s l g u l e n t e s
( }  (E , 0 3  d e c l r  — >  0 ( n  - - f -
( ^ n 2  > 62 n n2 0 (  *1/
(  " n p  y = < ^  "=pn. np
p — 1 , 2 , 3 ,  . » »
R e u n ie n d o  t o d a s  l a s  c o n c l u s i o n e s  e s t a b l e c l d a s , se p u e d e  a s e g u r a r  









• ' ' i p
• ' '2P  • • •
-  ' '3 p  ' • *
 J
^ n p
p a r a  q u e  s e a  l a  m a t r i z  d e l  c a y b i o  de  b a s e  c a n o n i c a  j ^ e ^ j  d e l  e s p a c i o  c^
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a l a  b a s e  c a n o n i c a  de  l o s  f u n c i o a m l e s  u "  , l i n e a l m e n t e  i n d e ­
p e n d i e n t e s  , v e r i f i c a  l a s  c o n d i c i o n e s  :
L a  m a t r i z  i n f i n i t a  c q n s i d e r a d a  e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  p o r  
c o lu m n a s  y  p o r  f i l a s  l a s  f i l a s  de l a  m a t r i z  s o n  v e c t o r e s  de
|y ^ y  l a s  c o l u m n a s ^ d e l  e s p a c i o  c ^  .
Una v e z  v e r i f i c a d a s  l a s  l i m i t a c i o n e s  s e M a la d a s  a l o s  f u n c i o n a l e s
U'^ (  n =  1 , 2 , . . »  ) y  su  m a t r i z  en l a  b a s e  (  ( » e l  p u n t o  de
i n t e r s e c c i o n  de l a  s u c e s i o n  de h i p e r p l a n o s
( x )  =  Y j  *■ ( x )  = Y 2 » ( x )  = Y g  , . .  u "  ( x )  = Y
em l a  b a s e  c a n o n i c a  de l s t o s . e s
"  y  Y n  ^n
'A -  I
s i e m p r e  que  l a  s u c e s i o n  r e a l  ( Y  ) c  , o s e a  V  — 0 .
* r# o I n
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Empezamos p o r  e l  c a s o  p a s  s i m p l e  , e n  q ue  l a  s u c e s i o n  p o r  d o n d e  ha 
d e  p g s a r  e l  h i p e r p l a n o  es
0 ,  e ^  , 8 ^  ,  . . . .  ,  e ^  ,  . . .
es  d e c i r , p o r  e l  o r i g e n  d e l  e s p a c i o  c ^  y l a  b a s e  de  v e c t o r e s
u n i t a r i o s  e ^  ,  n 2  ;  e x c e p t o  e l  v e c t o r  e^^ .
De modo q ue  e l  h i p e r p l a n o  que  c o n t i e n e  a l o s  p u n t o s  c i t a d o s , e s t é
d e f i n i d o  p o r  l a  e c u a c i o n
u ( X ) =  0 ,
d o n d e  u es  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  c o n t i n u e  d e l  e s p a c i o  c ^  , d e f i ­
n i d o  en l a  b a s e  c a n o n i c a  d e l  e s p a c i o  c  comoo
u  (Bj^) =  1 ,  u ( e ^ )  = u ( e ^ )  . =  . . »  = u ( e ^ )  =  0 ;  n % 2 .
S i  e l  h i p e r p l a n o  e s t é  d e f i n i d o  p o r  l a  s u c e s i o n  d o  p u n t o s  f ^  ,
n ^  Z , p a s a n d o  p o r  e l  o r i g e n  ; p a r a  o b t e n e r  s u  e c u a c i d n
- E D O -
b a s t a  a g r e g a r  e l  p u n t o  ,  a l  s i s t e m a  d a d o  de  p u n t o s , p g r a  dvta e l
s i s t e m a   ^ j  ,  n ^  I  , s e a  u n a  b a s e  S c h a u d e r  d e l  e s p a c i o  ,
l o  c u a l  es  p o s i b l e  p o r  l a  h i p o t e s i s  d e  1 s i s t e m a  d e
p u n t o s  e n  e l  h i p e r p l a n a  q u e  l o s  c o n t a n g a  y  su  i n d p e n d e n c i a  l i n e a l . 
L a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  e s , p u e s
u  (  X J* =  0  ,
d o n d e  e l  f u n c i o n a l  l i n e a l  c o n t f n u o ^ d e l  e s p a c i o  c ^  e s t é  d e f i n i d o  
f f / /  e n  l a  b a s e  j  f ^  ^ ,  rr ^  1 , p o r
U' ( f j j )  =  1 ,  u  ( f g ) =  u  ( f j )  =  . . »  =  u ( f ^ )  = 0  ;  n ^  2 .
C u a n d o  se d e s e a  l a  e c u a c i o n  d e  e s t e  h i p e r p l a n o , en  l a  b a s e  c a n o n i c a  
| a ^ |  , d e l  e s p a c i o  c ^  ;  s e  r e q u i e r e n  l a s  e x p r e s i o n e s  l i n e a l e s
de  l o s  v e c t o r e s  d e  e s t a  b a s e  , m e d i a n t e  l o s  v e c t o r e s  f ^  .
Oe modo que W
“ 1  =  5  “ i p  %  - “ 2 =  ^  “ 2 p  %  ’  “ 3 = 5  “ 3 p  '■p >
r - i  p i
\  a f
Z  "p f
|V'-.
e ^  X  np p '  n =  1 , 2 , 3 , . . .
en  d o n d e  t o d o s  l o s  n u m é r o s  r e a l e s  a ^ ^  , n , p  = 1 , 2 , 3 , . . .  se
c o n s i d e r a n  c o n o c i d o s .
A h o r a  b i e n , como l o s  v e c t o r e s  de  c o o r d e n a d a s  (  a ^ ^  ) ,  ( a ^ ^  ) ,
( a  ) , . . . ,  ( a  ) ;  n > 1 s o n  v e c t o r e s  d e l  e s p a c i o  c  , 
j p  np o
P
l a  m a t r i z  i n f i n i t a
=11 = 12 = 13 = l p
=21 =22 =23 =2p
=31 =32 =33 =3p
® n l =n2 =n3 =np
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es  t a l  q u e  t o d a s  s u s  f i l a s  so n  s u c e s i o n e s  i n f i n i t é s i m a s  ; m i e n t r a s  
q u e  t o d a s  s u s  c o lu m n a s  s o n  v e c t o r e s  d e l  e s p a c i o  Z  , p u e s  d e f i n e n  
f u n c i o n a l e s  l i n e a l e s  c o n t i n u e s  d e l  e s p a c i o  c ^ .  Y , d e s d e  l u e g o ,  
s e g u n  s e  s a b a  y a , d i c h a  m a t r i z  i n f i n i t a  e s  l i n e a l m e n t e  i n W e p e n d i e n -  
t e , p o r  f i l a s  y  p o r  c o l u b n a s .
L a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o , e n  l a  b a s e  c a n o n i c a  | e ^   ^ ,  se  o b t i e ­
ns  h a l l a n d o  l a  c o m p o n e n ts  de  un v e c t o r  g e n é r i c o  x  d e l  e s p a c i o
c  , s o b r e  e l  v e c t o r  f .  de  l a  b a s e  { T  \  , n 1 ; e x p r e s a d a
°  r )
en t é r m i n o s  de l a  b a s e  l  e  ^ y* a n u l â n d o l a ,  como s i g u e
co j a  c o
'  = 7  'fn  “ n = 5  -n 4  %  % = ^  5  '"P  f  "  '  'p
C" - 1 v V - \
p '.)
de d o n d e  sa  o b t i e n s  l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o , e n  l a  b a s e  c a n o n i c a
üO
= n l  b n  =  °
s i e n d o  a q u f  ( ) A  c  , es  d e c i r  Y
o n  ^  o ) n
oO
X I “ n i  <
A  -  I
p o r q u e  l o s  n u m é ro s  ( a ^ ^  ) d e f i n è n / /  e l  f u n c i o n a l  u ( x ) en 
l a  b a s e  i j î  c u a l  e s t a b a  i n i c i a m e n t e  d e f i n i d o  en l a  b a s e
I f  r ,  y  e s t a  es  c a n o n i c a  p a r a  e l  f u n c i o n a l  u ( x ) .  Y p o r  e l l o  
n J
u ( n ^ )  =  u ( f j )  =  1 = «11 ;  =  “ 21  " C l '  '  “ 2 1 - '  =  “ 21
" ( “ 3 ) =  “ 31 “ C l '  =  “ 3 1 - ^  = “ 31 :  =  “ n i - " C l '  =  “ n l - ^  "
n — 1 , 2 , 3 , BBB ^
En e l  c a s o  g e n e r a l , de que  e l  h i p e r p l a n o  h a y a  de p a a a t  p o r  una  
s u c e s i o n  de  p u n t o s  j f ^  - , n x 2 , l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y
b a s e  en e l  h i p e r p l a n o ,  y p o r  a l  p u n t o  b ;  b a s t a r i a  r e d u c i r  e s t e  
ca s o  a l  a n t e r i o r ,  p o r  d e t e r m i n a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n  
y q u e  c o n t i e n s  l a  s u c e s i o n  de p u n t o s  | f ^  -  b \ , "  7- ^  “
X) ' ' I
\
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S i  e l  v e c t o r  b  d e p e n d s  l i n e a l  o t o p o l o g i c a r a e n t e  d e  l a  s u c e ­
s i o n  de  p u n t o s  f ^  ^  ^  ^  ,  no  hay- n a d a  n u e v o  q u e  h a c e r ,
p o r q u e  e l  h i p e r p l a n o  p a s a  p o r  e l  o r i g e n  y c o n t i e n e  a l a  s u c e s i o n  
de p u n t o s  j"  : , n  y, 2  ,  Ya s abem os  ,co m o  h e m o s  v i s  t o , d e t e r m i n e r
l a  e c u a c i o n  d e  d i c h o  h i p e r p l a n o .
P o r  e l  c o n t r a r i o ,  s i  s e  v d r i f i c a
E l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  l b  =  f ,  ;  f _  ,  f _  , . . . ,  f  , . . ►  /  \
L 1 z  J  n  J c o n s — j
t i t u ÿ e  u na  b a s e  S c h a u d e r  d e l  e s p a c i o  c ^ . P e r o  e n t o n c e s  t a m b i e n  I
e l  s i s t e m a  d e  v e c t o r e s  Zx] U f " ^ 1  ^ , n A  ^  , es  u n a  b a s e  «
S c h a u d e r  d e l  m is m o  e s p a c i o .
L a  i n d e p e n d e n c i a  l i n e a l  d e l  s i s t e m a , se  p r u e b a  de  l a  m ism a  m a n e ra
que  en e l  e s p a c i o  ^  » s e g u n  l o  hemos j u s t i f i c a d b  y a .
E l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s  Z n ^ 1 1 ,  n- 5  ^  t o t a l  en e l  h i ­
p e r p l a n a  q u e  l o s  c o n t i e n e  a t o d o s  e l l o s  y  p a s a  p o r  e l  o r i @ e n ,  p o r ­
q u e  l a  t r a n s l a c f o n  da  v e c t o r  ,  e s  u na  t r a n s f o r m a c i b n  t o p o l b -
g i c a  d e l  e s p a c i o  n o rm a d o  c ^  ;  y , p o r  t a n t o , t r a n s i ada e l  h i p e r — 
p i a n o  q ue  p a s a  p o r  l a  s u c e s i o n ,  t o t a l  en e l ,  f  ^  ,  n  ^  2 , y
p o r  e l  p u n t a  b  =  f .  ;  en  e l  h i p e r p l a n o  que  c o n t i e n e  e l  o r i g e n  y  ;
l a  s u c e s io n )  j , n  >, 2 ,  t o t a l  gn e s t e  u l t i m o  h i p e r ­
p l a n o  .
E l  s i s t e m a   ^*"x  ^ U  [.^n * 1^1 * " ^  2  , es  t o t a l  en t o d o  e l  e s ­
p a c i o  c ^  ,  como e l  s i s t e m a  AA I ,  n  ^  2 , es
e s  t o t a l  en u n  h i p e r p l q n o  p o r  e l  o r i g e n ,  l a  u n i c a  r a z o n  p a r a  q ue  
a q u e l  s i s t e m a  no  s e a  t o t a l  en e l  e s p a c i o  c ^  , e s  que
' c  L ( f ^  -  f j .  ) , n ^  2 ,  p e r o  e n t o n c e s ,  s e  t i e n s
-O
' ' l  =  7  ^ 'r .  (  -  ' ' l  '  ’  < 4 n >
™ 2  (
de  d o n d e
f  1 4 -   ^ = 0
n n  —  n
r- -Z
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puBS f j .  L ( ,  F2 * • • • » f • • • )
Oe m odo  q u e  l l e g a m o s  a l a  c o n c l u s i o n '
g t L  = " ^
TV-  2
l o  c u a l  no e s  p o s i b l e  s i n o  c u a n d o
porqmfB l o s  v e c t o r e s  , rr A  ^  » F o rm a n  u n a  b a s e  S c h a u d e r
d e l  h i p e r p l a n o , p o r  e l  o r i g e n , q u e  l o s  c o n t i e n e .
F i n a l m e n t e , h e m o s  o b t e n i d o  d o a  c o n c l u s i o n e s  i n c o m p a t i b l e s  t
Cl
1 4- Ÿ f  ^  =  D ;  Y  = 0  ( n >  2 > .
As £ q u e  l a  h i p o t e s i s  ^1 ^  L ( ) ,  n > 2
e s  a b s u r d a g  q u e d a n d o  d e m o s t r a d o , p u e s , q u e  e l  s i s t e m a  de  v e c t o r e s
' ^ l 1  0  ^ ^ n  ”  ^ l i  ,  n ^  2 , c o n s t i t u y e  u n a  b a s e  S c h a u d e r  d e l  e s p a c i o
^ c  ,
o
OBSERVACION. E n  l a  d e m o s t r a c i o n  , q u e  q c a b a m o s  de  d a r ,  d e l  t e o r e m a  
de^'^ '^el s i s t e m a  d e  v e c t o r e s  F^ ( 0 i ”  ^1   ^ "  ' 2  ,  es  una
b a s e  d d  S c h a u d e i r  , d e l  e s p a c i o  n o rm a d o  c ^  , c u a n d o
I I  ,  n A  2 , a s  un  s i s t e m a  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  de v e c t o r e s ,  
q u e  g e n e r a  u n  h i p e r p l a n o  c e r r a d o , d o n d e  d i c h o  s i s t e m a  es  t o t a l  ; y  
Z  L  ( ) ,  rr 2 ;  s o l o  hem os u t i l i z a d o  l a s  s i g u i e n t e s
c a r a c t e r f s t i c a s  d e l  e s p a c i o  c ^  t
E s u n  e s p a c i o  n o r m a d o , c o n  una  b a s e  d e  S c h a u d e r ,  y  , p o r  t a n t o  
n u m e r a b l e  i n f i n i t a .
A s f , p u e s , e l  c i t a d o  t e o r e m a  es v a l i d o  en  c u a E q u i e r  e s p a c i o  n o rm a d o  
c o n  u n a  b a s e  h u p e r a b l e  i n f i n i t a ,
I
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E l  h i p e r p l a n a  q ue  b u s c a m o s , e s t a  d e r i n i d o  p o r  l a  e c u a c i o n
ui ( X -  ) =  0  ,
d o n de  t* ( x )  es s i  f u n c i o n a l  l i n e a l  c o n t i n u e ,  d s l  e s p a c i o  '
d e f i n i d o  p o r
u = 1 , u (fg - j^)' = “ (^3 - fj) = ..►“ u (f^ - P^) = 0 ;
n  >  2
A h o ra  b i e n , l a  e c u a c i o n  de  e s t e  h i p e r p l a n o , en  l a  b a s e  c a n o n i c a  
d e l  e s p a c i o  c  ,  se  p u e d e  h a l l a r  a n u lâ n d o  l a  c o m p o n e n ts  s o b r e
f i l U  ' i j  •e l  v e c t o r  f^^ ,  en  l a  b a s e
s .de  un  v e c t o r  g n é r i c o  < x  d e l  e s p a c i o  ;  e x p r e s a n d o  l o s  v e c t o r e s  e^
en f u n c i o n  l i n e a l  de l o s  v e c t o r e s  f  . Ê s f  q ue  ^
'X? .>3 n ^  oo  OO
= 5 .  t  = 5  ?„, ( 7  *np % = 5  < 5  *np '
F ' . > o  r  '> \ ' l n
= (  7  “ n i  L  > ^  *• 7  < 5  “ np  )' -  T  *
H - l  jV-xJ H - l
y , p o r  t a n t o ,  l a  c o m p o n e n ts  s o b r e  e l  v e c t o r  f ,  , en l a  b a s e  c i t a d a
•X) o  •'O .nO
Y  a y  4- Z  Y  a -  Z  ( a  4-Z__ n l  3 ni   np  b n  .c: '  n l
H - l   ^ j l - Z  x r j  x v - j  ]\.-l
L a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  p o r  e l  o r i g e n  y  p a r a l e l o  a l  q u e  c o n t i e n e
a l o s  p u n t o s  f  ,  n  ^  1 ,  e s ,  p u e s
=np ^ h  n
5 ( 7  “ np  \  % 'n  =  » .
H - l  N JV-I  /
u a c i o n  d e ]
■\D
'S f  N
- l  '
y/ l a  e c l  h i p e r p l a n o  b u s c a d o , p o r  t a n t o .
(  7  “ n p )  A n  -  l ’ n  > -  “  *
X ^ l  ^ ' - 1
d o n de  ( y  ^  ) s o n  l a s  c o o r d e n a d a s  d e l  p u n to  b en  l a  b a s a
c a n é n i c a  ^ , d e l  e s p a c i o  c ^ , >
A p a r t é  de  l a s  c o n d i c i o n e s  q u e  sabemos que  s a t i s f a c e  l a  m a t r i z  i n ­
f i n i t e  ( a  ), ,  v e r i f  i c a  e s t a  o t r a
np «XL . O
•o
a




H - l  H - 1
-1 Os­
l o  c u a l  s i g n i f i c a  ; L a s  f i l a s  de l a  m a t r i z  i n f i n i t a  ( a ^ ^  ) ,
n , p  =  1 , 2 , 3 , . . .  ;  t i e n e n  s e r i e s  t a l e s  que  l a  suma de  d i c b b s  
s e r i e s ,  es u n a  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e .
2 9 .  DETERmiNACION Y REPRESENTACION DE UN POLIEDRO CDNVEXD EN EL ESPACIO 
NORmAOO .PE SUCESIONES REALES IN F IN IT E 5 I M A 5  t C R ITER IO  OE
cornuEXIOAD OE ESTOS PPLIEDROS.
C o n s id e r e m o s  un  c o n j u n t o  i n f i n i t o  de  h i p e r p l a n o s  d e l  e s p a c i o  n o r — 
mado y de  B a n a c h  c ^  , de  s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i n i t é s i m a s ,  de  e c u a ­
c i o n e s
E le g im o s  l a s  p o s i b l e s  s u c e s i o n e s  a d m i s i b l e s  , d e  e s t e  c o n j u n t o  de 
h i p e r p l a n o s  ;  l a s  c u a l e s  s o n  a q u e l l a s
u "  ( x  ) =  Y j ,  ,  0 <  b  7  ÜJ
p a r a  l a s  q u e  e x i s t e  u n a  b a s e  c a n o n i c a  y f ^  j  ,  n 1 , e n d o n d e
0e p u e de n  d é f i n i r  l o s  f u n c i o n a l e s  u "  ; ea d e c i r , p o r  l a s  c o n d i c i o ­
n e s
= 1 ,  Z  ( f g )  =  0 , u ^ ( f j )  = 0 , . . . ,  u ^ ( f ^ )  = 0 , . .
u ^ ( f j ^ )  =  0 , ( f g )  =  1 , Z ( f g  ) =  0 , . . . ,  u ^  ( f ^ )  =  0 , . .
= 0 ,  u " ( f g )  = 0 ,  u " ( f g )  = 0 , . . . ,  u" ( f ^ )  = 1 , . . .
n — 1 , 2 , 3 ,  . . .
E l  o b j e t o  p r i m o r d i a l  de  l a  c o n s i d e r a c i o n  de  s u c e s i o n e s  a d m i s i b l e s ,  
r e s i d e , p r e c i s a m e n t e , en  e l  h e c h o , d e  que  t a l e s  s u c e s i o n e s  se  c o r t a n  
en un  p u n t o  u n i c o ;  y  e s t e  se  e x p r e s s  en l a  b a s e  c a n o n i c a  de l o s  
f u n c i o n a l e s  u ^  , d e l  s i g u i e n t e  modo
“  '  y  Y n  ' n
A - i
a h o r a  b i e n , c o m o  e s t e  p u n t o  x  ha de s e r  d e l  e s p a c i o  c ^  , a u n  se 
r e q u i e r s  u n a  u l t i m a  c o n d i c i é n  p a r a  que  l a  s u c e s i o n  de  h i p e r p l a n o s  j
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s e a  a d m i s i b l e  t
(  Y „
L a  c o n d i c i o n  p a r a  que u n a  s u c e s i o n  de  h i p e r p l a n o s , de e c u a c i o n e s  
u ”  (  X ) = '  ,  n > / 1 ,
s e a  u na  s u c e e t o n  a d m i s i b l e  , c u a n d o  l o s  f u n c i o n a l e s  u "  e s t e n  d e ­
f i n i d o s  en  l a  b a s e  c a n o n i c a  e ^  ^ d e l  e s p a c i o  c ^  ; se  p u e d e  
r e c o n o c e r  m e d i a n t e  l a s  & A 6 f l iA A i A  c o n d i c i o n e s  q u e  s a t i s f a c e  l a  
m a t r i z  i n f i n i t a  ( J =  (  u "  ( e ^ )  ) ,  n , p  = 1 , 2 , 3 , . . .
P a r t i c u l a r i d a d e s  qua  han  s i d o  d e d u c i d a s  en  u n a  s e c c i ô n  p r e c e d e n t e ,  
y c o n s i s j f t e n t a s  en que l a  c i t a d a  m a t r i z  i n f i n i t a  es  l i n e a l m e n t e  
i n d e p e n d i e n t e  p o r  f i l a s  y  p o r  c o lu m n a s  ;  l a s  c o lu m n a s  t o d a s  s o n  
s u c e s i o n e s  i n f i n i t é s i m a s  ; y  l a s  f i l a s  s o n  s u c e s i o n e s  de s e r i e  
a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e .
N e o e s i t a m o s  h a c e r  una h i p o t e s i s  e x p r e s s , p a r a  p o d e r  d é f i n i r  m e d i a n t e  
e l  c o n j u n t o  de  h i p e r p l a n o s
(X) = I  » 1  ^ 1 5
u n  p o l i e d r o  c o n v e x o .
E l e g i ^ o  un  h i p e r p l a n o  c u a l q u i e r a
( x )  =  Y | ^  f (  k  ^  l )
s u p o n e m o s  q u e  e x i s t e  una  s u c e s i é n  a d m i s i b l e , a l  m e n o s ,d e  h i p e r p l a n o s  
d e l  c o n ( f u n t o  t o t a l  y d i s t i n t o s  de  e s t e  u l t i m o , c u y o  p u n to  d e  i n t e r ­
s e c c i o n  y a c e  en e l  e x t e r i o r  d e l  h i p e r p l a n o  u*^ ( x )  =
p u n t o  de  i n t e r s e c c i o n  es  d e n o t a d o  p o r  x^^ , e s t e  a d ro i t e  l a  e x p r e — 
s i o n
■> ■ 2  \  \  , A .  - ; L  .o
d o n d e  |  Y | ^  \  , 0 ^ 1  ,  e s  1 a s u c e s i o n  r e a l  d e j t é r m in o s  i n d e p e n ­
d i e n t e s  d e  l a s  e c u a c i o n e s  d e  l o s  h i p e r p l a n o s  de l a  s u c e s i o n  a d m i s i b l  
y  ^ f   ^ , n X  1 , 1 a b a s e  c a n o n i c a  de  l a s  e c u a c i o n e s  de  d i c h o s
k 
n
h i p e r p l a n o s  .
- 1 0 7 -
F i n a l m e n t e , S B  o b t i e n e  e l  c r i t e r i o  p a r a  l a  c o n v e x i d a d  de  un p o l i e ­
d r o  d e f i n i b l e  p o r  e l  s i s t e m a  de h i p e r p l a n o s
1 I
que  e s , p u e s
1 I  
I
n
V e r i f i c a d a  l a  c o n d i c i o n  de c o n v e x i d a d  d e l  p o l i e d r o  d e f i n i d o , p o r  
e l  c o n j u n t o  i n f i n i t o  de  h i p e r p l a n o s  d a d o s , en p r i n c i p i o ; l a  r e p r e -  
s e n t a c i o n  de  t a l  p o l i e d r o  p u e de  h a c e r s e  , m e d i a n t e  e l  s i s t e m a  de 
i n f i n i t a s  i n e d u a c i o n e s  l i n e a l e s , d e l  e s p a c i o  c
•x>
> -  Y
y i - \
r I
■3 0 . POLIGONOS ALABEADOS CONVEXOS EN EL ESPACIO NORmAOO c^ ; OE LAS 
SUCESIONES REALES I N F I N l T E S i m A S  ; C R I T E R I O  OE"CONVEXIOAD** OE LOS 
POLIGONOS OE ESTE E S PACI O.
A n t e  t o d o , c o n s i d e r e m o s  d e f i n i d o , c o m o  en  o t r o s  e s p a c i o s , un p o l f g o n o  
d e l  e s p a c i o  c ^  de s u c e s i o n e s  r e a l e s  i n f i n i t é s i m a s ,  p o r  u n a  s u c e ­
s i d n  t r a n s f  i n i t a  de  p u n t o s  ♦ c o n  u l t i m o  e le m e n t o  ; p u n t o s  que
v a n  a s e r  lo s s  v e r t i c e s  d e l  p o l f g o n o  ; l o s  c u a l e s  v i e n e n  e n u m e ra d o s  
p o r  l a  s u c e s i o n  t r a n s f i n i t a
IV
4- 1d e  t i p o  o r d i n a l  |,y 
E l  p o l f g o n o  d e f i n i d o  p o r  l a  c i t a d a  s u c e s i o n  de v e r t i c e s , e s  l a  
f i g u r a  u n i d i m e n s i o n a l  d e l  e s p a c i o  c ^  , c o n s t i t u i d a  p o r  l a  r e u n i o n  
de  s e g m e n te s  r e c t i l f n a o s  q u e  unen  v e r t i c e s  c o n s e c u t i v o s , y e l  u l t i ­
mo a , c o n  e l  p r i m e r o  a ^ .  De modo mas c o n c r e t o
> " l
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E l  c a r a c t e r  a l a b e a d o  d e l  p o l f g o n o , d e l  e s p a c i o  , se  p u e d e  r e c o -
c e r , m e d i a n t e  l a  a d m i s i o n  d e  o t r a  h i p o t e s i s .  E s  d e c i r , e l  p o l f g o n o  
no t i e n e  t o d o s  s u s  v e r t i c e s  e n  un  m is m o  h i p e r p l a n o  d e l  e s p a c i o  c ^  ; 
c u a n d o l s u p u e s t o  q ue  u na  s u c e s i o n  o r d i n a r i a , d e  v é r t i c e s  c o n s é c u t i v e s ^  
q u e  p r i n c i p i a  c o n  e l  p r i m e r  v é r t i c e  a ^  d e l  p o l f g o n o
®2 * ®2 *' * 3  *' • * *  ®p » • • • » n ^  LU
es  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  y e l  s u b e s p a c i o  l i n e a l  c e r r a d o  q u e  
g e n e r a ,  L ( a ^  ) ,  r» <C CU ,  es  m a x i m a l  e n  e l  e s p a c i o  c ^  ;  e l  h i ­
p e r p l a n o  q u e  c o n t i e n e  a e s t a  s u c e s i o n  d e  p u n t o s  y a l  v é r t i c e  i n m e ­
d i a t o  c o n s e c u t i v o , a  t o d o s  l o s  de  d i c h a  s u c e s i o n , v é r t i c e  q u e  e s  a ^ ^  
y  e n t o n c e s  e l  p o l f g o n o  e s  a l a b e a d o , c u a n d o  h l  h i p e r p l a n o , a s f  d e t e r ­
m i n a d o ,  t i e n s  en s u  e x t e r i o r  un  v é r t i c e , a l  m e n o s  d e l  p o l f g o n o , c u y o s
v é r t i c e s  s o n   ^ = i ^  » 0 A  i  éz ,
A h o r a  b i e n , y a  s a b e m o s ,e n  v i r t u d  de  u n a  s e c c i o n  a n t e r i o r , d e t e r m i n a r  
l a  e c u a c i o n  d e l  h i p e r p l a n o  q u e  c o n t i e n s  l a  s u c e s i o n  de  p u n t o s
,  a ^  ,  a ^  ,  . . . .  ,  a ^  ,  . . .  j  a
-.0
y q u e  e s , ^ •v;
Y  (  ) ' t - • [ i l
n  :  i  - 1
en  d o n d e  l a s  c o n s t a n t e s  ( c ^ ^  ) , n , p  =  1 , 2 , 3 , . . .  ,  s o n  l a s
c o m p o n e n t e s  de  l a  b a s e  c a n o n i c a  e s p a c i o  c ^  , en
l a  b s e  c a n o n i c a  \ f  r d e l  f u n c i o n a l  u ( x ) que d e f i n e  e l
n I j
h i p e r p l a n o  q u e  p a s a  p o r  l a  s u c e s i o n  d e  p u n t o s  ! 1 | , y  -  (a^^, ^  )
s o n  l a s  c o m p o n e n t e s  d e l  v é r t i c e  a , , en  l a  b a s e  c a n o n i c a  d e l
e s p a c i o .
En l a  e c u a c i o n  d e l  m e n c io n a d o  h i p e r p l a n o , l a s  c o n s t a n t e s  ( c ^ ^  ) ,
n , p  =  1 , 2 , 3 , . . .  ;  q u e  c o n c u r r e n  en e l l a , c o n s t i t u y e n  u n a  m a t r i z
i n f i n i t a , q u e  es  l i l b e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  p o r  f i l a s  y  p o r  c o l u m n a s ,  
l a s  f i l a s  s o n  s u c e s i o n e s  i n f i n i t e s i m a s , l a s  c o lu m n a s  so n  s u c e s i o n e s  
de  s e r i e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  » y a d e m a s , s e  v e r i  f i c a  l a  c o n ­
d i c i o n





c o n d i c i o n e s  t o d a s , q u e  h a b fa r t  s i d o  d e d u c i d a s  , a n t e r i o r m e n t e .
E l  c r i t e r i o , p u e s ,  p a r a  r e c o n o c e r  q u e  e l  p o l f g o n o  de  v e r t i c e s  j a .  \  
es a l a b e a d o ,  L i .
0 < 1 Y  y', , se  o b t i e n e  e x p r e s a n d o  que  u n o , de l o s  v e r t i c e s  d e l
p o l f g o n o , a l  m e n o s , y a c e  en e l  e x t e r i o r  d e l  h i p e r p l a n o  c u y a  e c u a c i o n
e s  l a  [ 2  j . A s f  q u e  e l  p o l f g o n o  es  a l a b e a d o , c u a n d o  se v e r i f i q u e
YL - i  - I
P a r a  e s t a b l e c e r  un c r i t e r i o  de " c o n v e x i d a d "  , r e f e r e n t e  a l o s  p o l ' f -  
g o n o s  d e l  e s p a c i o  n o rm a d o  c ^  , vamos a s u p o n e r  que l a  h i p o t e s i s  
a d m i t i d a  p a r a  l a  s u c e s i o n  de  v e r t i c e s
, a g ,  a^ ,  • • .  , a^ , • • .  j n ,
l a  v e r i f i c a  t o d a  s u c e s i o n  q u e  c o m i e n t e  p o r  un  v é r t i c e  c u a l q u i e r a  
a ^  d e l  p o l f g o n o .  Es d e c i r , s u p o n e m o s  q u e  l a  s u c e s i o n
k '  k4-l * k4-2 » • • •  » "k4-n '
o b t e n i d a  a M a d ie n d o  v é r t i c e s  c o n s e c u t i v o s  a l  a,
n <  UJ
es l i n e a l m e n t e
i n d e p e n d i e n t e  y t a l , que  e l  s u b e s p a c i o  c e r r a d o  q u e  g e n e r a  es m a x im a l
an e l  e s p a c i o  c s i e n d o  a^  ^ ( 0 1/ ) un v é r t i c e  a r b i t r a -
r i o  d e l  p o l f g o n o  c o n s i d e r a d o .
Debemos a d v e r t ! r  q u e  s i  en l a  s u c e s i o n  ®k4-n ^  ^  C'J c o n -
c u r r e  e l  u l t i m o  v é r t i c e  a., d e l  p o l f g o n o ,  l o s  v é r t i c e s  s i g u i e n t e s
a e s t e  , en l a  c i t a d a  s u c e s i o n ,  e l  a ^  y l o s  que  s i g a n , a  su v e z ,
a l  a^ h a s t a  d o n d e  s a g  n e n e s t e r .
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E l  v e r t  i c e  c o n s é c u t i v e  i n m e d i a t o  a t o d o s  l o s  v é r t i c e s  de  l a  
s u c e s i o n  o r d i n a r i a
® k V l  '  =k4-2 '  * • *  * ®k4-n n <  'J j
es e l
k f  j;  *
E l  h i p e r p l a n o  d e t e r m i n a d o  p o r  l a  s u c e s i o n  d e  t i p o  o r d i n a l  LU 4- 1
k t - l k t -2 'k t -n  » "
de  modo que  l o s  c o n t e n g a , a  t o d o s  e l l o s ;  t i e n e  l a  e c u a c i o n  
'O
en d o n d e  l a  n o t a c i o n  ha  de  i n t e r p r e t a r s e , c o n  e l  s i g n i f i c a d o  e s t a b l e -  
c i d o  en e l  e s p a c i o  n o rm a d o  c ^  .
E l  p o l f g o n o  s e  d i c e  a l a b e a d o  c o n v e x o , c o m o  en  u n  e s p a c i o  l i n e a l  
c u a l q u i e r a ,  c u a n d o  l o s  h i p e r p l a n o s  q u e  p a s a n  p o r  l a s  c i t a d a s  
s u c e s i o n e s  de  v é r t i c e s  c o n s e c u t i v o s , d e j a n  l o s  r e s t a n t e s  v é r t i c e s ,  
c o n  r e s p e c t e  a l  h i p e r p l a n o , en e l  m ismo s e m i e s p a c i o ÿ p u d i e n d o  e s t e r  
s i t u a d o  a lg u n o  de  e l l o s , p e r o  no t o d o s , e n  e l  m is m o  h i p e r p l a n o  b o r d e  
d e l  s e m i e s p a c i o ,
S e g û n  e s t e  c o n c e p t s  d e " c o n v e x i d a d "  de  un , p o l f g o n o , p o d e m o s
e s t a b l e c e t  un  c r i t e r i o  d e " c o n v e x i d a d " , p a r a  u n  p o l f g o n o  d e l  e s p a c i o  
n o rm a d o  c  , u n a  v e z  s a b i d o  q u e  ya as a l a b e a d o , m e d i a n t e  l a  c o n d i ­
c i o n  s i g u i e n t e   ^ p a r a  e l  p o l f g o n o  de  v é r t i c e s  [  | j  0 -  4 c
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